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Vorwort. 



Die beiden untereinander in Zusammenhang stehenden Abhand- 
lungen, die ich hiemit der Fachwelt vorlege, bringen eine Zusammen- 
fassung gewisser Untersuchungen, die ich zum gröfsten Teil schon 
vor längeren Jahren angestellt habe, zu deren VeröflFentlichung ich 
indessen mich seinerzeit nicht entschliefsen konnte, weil der Umfang 
der durch sie gewonnenen Einzelergebnisse mir hierfür nicht aus- 
reichend erschien. Indessen enthalten sie eine Reihe von allgemeinen, 
meines Wissens neuen, Gesichtspunkten, die nach dem Eindruck, den 
ich selbst bei einer vor kurzem gelegentlich vorgenommenen Durch- 
sicht gewann, doch an sich vielleicht Interesse genug besitzen, um eine 
Veröffentlichung zu rechtfertigen. 

Im Einzelnen möchte ich auch an dieser Stelle darauf aufmerk 
sam machen, dafe ich den Begriff des „Assoziativen" in einem gegen 
die gewöhnliche Auffassung etwas veränderten Sinne verwende — nach 
der im Eingang meiner ersten Abhandlung aufgestellten Erklärung 
schliefst dieser Begriff, so wie ich ihn gebrauche, die Vertauschbar- 
keit für zwei Gröfeen zugleich in sich ein. Dadurch schon tritt ein 
gewisser Unterschied gegenüber den sonstigen modernen Theorien her- 
vor, die die Verallgemeinerung der analytischen Begriffe zum Gegen- 
stand haben; wie sehr ich mich sowohl nach dem ganzen Gepräge 
meiner Untersuchungen, als hinsichtlich der Ziele, die ich verfolge und 
der Ergebnisse, zu denen ich gelange, von diesen Theorien entferne, 
wird der Leser selbst alsbald erkennen. 

Während ich in der ersten Abhandlung rein analytisch vorgehe 
und einige Begriffe, für die gerade die Prüfung ihrer Berechtigung 
den Ausgangspunkt anderer neuerer Theorien (wie der Grassmannschen 
Theorie oder der Quaternionen-Theorie) bildet, als gegeben annehme, 
zeigt die zweite Abhandlung, dafs ich den Ursprung dieser analytischen 
Begriffe auch meinerseits in der, Raumanschauung suche. Doch ge- 
schieht auch dies in völliger Unabhängigkeit von jenen Theorien nach 
Gesichtspunkten, die — soviel ich übersehen kann — bisher sonst 
nirgends aufgestellt worden sind. 
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rV Vorwort. 

Indem ich mir erlaube, die Aufmerksamkeit hierauf zu lenken, 
gebe ich mich der HoflEhung hin, dafs ich vielleicht den einen oder 
den andern Leser dieser Schrift anrege, die von mir angegebenen, 
meines Wissens bisher noch nicht begangenen Wege weiter zu verfolgen 
und dadurch zu reicheren Ergebnissen zu gelangen, als es mir selber be- 
schieden war. Andeutungen über die Richtung, die die Weiterfährung 
dieser Untersuchungen nach meinem eigenen Dafürhalten zweckmäfsiger 
Weise innehalten würde, habe ich selbst am Schlüsse der beiden Ab- 
handlungen gegeben. 

Nordhausen, Frühjahr 1899. 

Der Verfasser. 
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über assoziative Gröfsenverbindungen. 

L 
Orandeigensehafteii der assoziativen Verbindangen. 



Als assoziativ soll in den folgenden Ausführungen eine Ver- 
bindung zweier Grölsen bezeichnet werden, wenn in dem Ausdruck, 
der durch Verbindung des dadurch entstandenen Gröfsenausdrucks mit 
einer dritten Grö&e nach derselben Regel entsteht, die drei in ihm 
vorkommenden Grö&en beliebig unter einander vertauscht werden 
können. Der assoziative Charakter eines Grö&enausdrucks schliefst dem- 
nach die Eigenschaft, commutativ zu sein, in sich ein. 

Die einfachsten hieher gehörenden Gröfsenverbindungen sind die 
Summe und das Produkt. Femer gehören hieher die bei den Additions- 
theoremen der analytischen Funktionen auftretenden zweigliedrigen 

Ausdrücke, wie z. B. der Ausdruck ^_ ^ . Wege zur Bildung weiterer 

derartiger Verbindungen werden sich im Laufe der nachfolgenden Er- 
örterungen verschiedenfach ergeben. 

2. 

Für die Untersuchung der Eigenschaften solcher Verbindungen 
macht sich das Bedürfnis einer geeigneten Bezeichnung geltend. Im 
Folgenden soll eine assoziative Verbindung der Grölsen a und b durch 
das zwischen beide gesetzte Zeichen <=> dargestellt werden. Daneben 
sollen für den Fall, dafs mehrere Verbindungen gleichzeitig in Betracht 
gezogen werden, auch die Zeichen >^ und ww zur Anwendung kommen. 
Bei gleichzeitigem Gebrauch der beiden letzt angegebenen Zeichen wird 
zwischen den beiden dadurch ausgedrückten Verbindungen eine be- 
sondere, weiterhin (§ 21) näher angegebene Beziehung vorausgesetzt 
werden. 

Fletxker, Beitr&gq aar Funktlonenlehro. 1 
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2 Über assoziative Gröfsenverbindungen. 

3. 

Demnach würde der assoziative Charakter der Verbindung a<=>b 
sich darin aussprechen^ daüs in dem Ausdruck 

(a<=>b) <=> c 

die Reihenfolge; in der die drei Gröfsen a, h, c bei den beiden hier 
Yorgenommenen Operationen zur Verwendung kommen , beliebig ist, 
demgetnäXs in diesem Ausdruck das Elammerzeichen im allgemeinen 
fortfallen darf. 

4 

Die eine assozdative Verbindung wieder aufhebende Operation soll 
durch dasselbe, jedoch um einen rechten Winkel gedrehte Zeichen dar- 
gestellt werden. Man hätte demgemäis beispielsweise die Definitions- 
gleichung 

(a &) <=> 6 = a. (1) 

5. 

Aus der für drei Gröfsen bestehenden Vertauschbarkeit folgt die 
allgemeine Vertauschbarkeit. In der That kann man in dem Ausdruck 

((a <=> fc) <=> c) <=> d, 

indem man zunächst a<=>b als ein Ganzes ansieht, d mit c und, da 
c selbst mit a und b vertauschbar ist, d auch mit a und b vertauschen, 
womit die allgemeine Vertauschbarkeit nachgewiesen ist. 

6. 

Es ist nun leicht, die Gültigkeit der nachstehenden Formeln ein- 
zusehen, durch die gewisse, für Differenzen und Quotienten geltende 
Formeln verallgemeinert werden: 

(a 6) o c = (a <=> c) fc 

(a 6) c = a ö (fc <=> c) (2) 

7. 
Die beiden Gleichungen 

X <^ y = u X >^y = V 

gestatten, x und y durch ti und v auszudrücken. Infolgedessen läfst 
sich jede dritte assoziative Verbindung mit Hülfe zweier gegebener 



Digitized by 



Google 



Grandeigenschaften der assoziativen Verbindungen. 3 

Verbindungen darstellen, z. B. mittels der Summe und des Produkts. 
Setzt man insbesondere z. B. 

so findet sich 

a? + y _^ u 

1 — xy 1 — V 



x]/! —y^ + yyi—a? = "[/(T + v)* — m« — v. 

8. 

Stehen die beiden Funktionen (p(x) und ^{x) in der gegenseitigen 
Beziehung^ dafs 

^>(^{x)) = X 

ist, so ist die Grössenverbindung 

wie leicht zu sehen, selbst assoziativ. Ein bekanntes Beispiel für diesen 
(oflFenbar unbegrenzt fruchtbaren) Bildungsprozefs neuer assoziativer 
Verbindungen ist die harmonische Verbindung 

a ' h 

9. 

Wenn die Gleichung 

{x<=>y) = x (3) 

nach y aufzulösen ist, so kann man, weil allgemein 

{x<=>z)<=>y = {x<=>y)<=>z 

ist, auch behaupten, dais 

{x<=>z)<=>y:=x<=>z 

ist. Die die Gleichung (3) befriedigende GröJfee y behält also ihren Wert, 
wenn man x durch die völlig beliebige neue Grö&e x<^ z ersetzt. Der 
Wert von y ist demnach eine, lediglich von der Natur der betrachteten 
Verbindung abhängende Eonstante, die die Hauptkonstante dieser 
Verbindung heifsen und im Folgenden stets mit dem Buchstaben A^ 
erforderlichenfalls unter Anwendung des Verbindungszeichens als Index 
(z. B. A) bezeichnet werden soll. Zu ihrer Definition dienen mithin 
die einander bedingenden Gleichungen 

{x<=>A)=^x {xf)A) = x, (4) 

Aufser dieser Konstante, die fär viele Funktionen den Wert Null, för 
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4 Über assoziative Gröfflenverbinduagen. 

andere den Wert Eins hat, wird eine zweite, jeder Verbindung zu- 
kommende Konstante späterhin zur Erörterung kommen (§ 24). 



10. 

Innerhalb eines Grölsengebiets, in dessen Grenzen die stetige 
Fortführung einer gegebenen Grö&enverbindung nur auf eine Weise 
möglich ist, besitzt die Hauptkonstante dieser Verbindung nur einen 
einzigen Wert. In der That, hätte man für dieselbe die beiden von 
einander verschiedenen Werte Ä^ und A^^ so würde man dem Ausdruck 

mit demselben Rechte den Wert Äj^, wie den Wert Ä^ beilegen können, 
im Widerspruch mit der vorausgesetzten Eindeutigkeit der Verbindung. 

Ist die eben angegebene Voraussetzung nicht erfüllt, so kann der 
Fall eintreten, dafs die Hauptkonstante einer Verbindung mehr als 
einen Wert besitzt. So ist für die Hauptkonstante der Verbindung 
arctg (tg X -{- tgy) jedes ganzzahlige Vielfache von tc (einschliefslich 
Null) ein möglicher Wert. 

Dagegen weist die Verbindung rc "j/i — y* + y V^ — ^^ obwohl 
die Eindeutigkeit ihrer stetigen Entwickelung für x = 1 unterbrochen 
wird, nur einen Wert der Hauptkonstante, nämlich Null auf. 

Ein Beispiel einer Verbindung, deren Hauptkonstante auch nur 
einen Wert besitzt, obwohl die Verbindung für gewisse endliche Werte 
ihrer Veränderlichen einen unendlichen Wert annimmt, bildet die Ver- 
bindung _ , deren Hauptkonstante überall gleich Null ist. 



IL 

Die wiederholte Verbindung einer Gröfse mit sich selbst soll in 
einey der üblichen Potenzbezeichnung nachgebildeten Weise so be- 
zeichnet werden, dafs 

1 ^ * «=>n 

^ <=>^ • ' • ' <=>^ = a 



gesetzt wird. Entsprechend soll der die Potenzwurzel verallgemeinernde 
Ausdruck Ya durch die Gleichung 

•(|/l) = a (5) 

definiert werden. 
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Grundeigenschaften der assoziativen Verbindungen. 5 

12. 
Hat man die Gleichung 

<=> n 

aj^<=>a^-<=>an = x, (6) 

so soll X das assoziative Mittel zwischen den Qröfsen a^^a^-'-an 
heifsen. Das arithmetische, das geometrische, das harmonische Mittel 
sind besondere Arten dieses assoziativen Mittels. 

13. 

Für den im § 11 definierten Ausdruck a lassen sich leicht die 
die folgenden^ bekannte Potenzbeziehungen verallgemeinernden Glei- 
chungen als richtig nachweisen 

X = X <=" X 
<=>{m — n) <=>m «=»» 
X = X ^ X 

{x<=>y) = x <=> y ^ ^ 



■»-' ff» •'-^ II* '•—'II* 

{x(jy)= X y 

«=►9 
\X ) = X 



14. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich eine Reihe von Folgerungen. 
Erstens findet sich 

o>0 *=>m <=>m 

x = x () X -=^Ä. (8) 

Femer lälst sich die Definitionsgleichung aufstellen 

<=>0 <=>m on «=>( — n) 

X f) x = Al^ x= X , (9) 

Drittens hat man 

'\/<=>pq <=>p q 

Y X = X =' X , 

daraus fliefst die Definitionsgleichung 

T/om q 

V X = X . (10) 

15. 

on 

Da man demgemäfs in dem Ausdruck a der Grofee n jeden be- 
liebigen Wert beilegen kann, so ist es möglich, die Gleichung 
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über assoziative Gröfsenverbindoiigeii. 



a = X 



nach n aufzulösen und die Lösung mittels der dem Logarithmuszeichen 
nachgebildeten Bezeichnung 



darzustellen, bei der, wenn überall dieselbe Grundgröfse a auftritt, der 
die Gröfse näher angebende Index weggelassen werden darf. Unter 
dieser Voraussetzung gelten, wie man leicht erkennt, die Gleichungen 






(11) 



n. 

Fnnktlonalgleichnngen. 

16. 

Gleichungen von der Art der die Logarithmus-Punktion definieren- 
den Gleichung 

ig(^y) = ig^ + igy 

sind nur darum widerspruchsfrei, weil auf beiden Seiten assoziative 
Gröfsenverbindungen auftreten. In dem Auftreten solcher Verbindungen 
wurzelt auch einzig die Möglichkeit, mit Hülfe einer solchen Gleichung 
den Verlauf der durch sie definierten Punktion zu verfolgen, d. h. nur 
der assoziative Charakter der in ihr auftretenden Gröfsenverbindungen 
macht eine derartige Gleichung fähig, zur Definition von Funktionen 
zu dienen. 

Andere Beispiele solcher Gleichungen sind die nachstehenden 



'«C'+i')-f^^,V 



arcsinam u + arcsinam v = arcsmam --^ ^- — h-^-^ 

u. a. m. 

Alle solche Gleichungen fallen unter die allgemeine Form: 
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Funktionalgleichungen. 7 

F(x^y)^Fix)^F(if), (12) 

der die andere Form zugeordnet ist: 

<t>{u :^<v) ■■= <t>(u) <=> 0(v) (13) 

wenn O die inverse Funktion von F^ also F{<i>{u)) = u ist. 

17. 

Hat man die speziellen Funktionalgleichungen: 

e(a;4-y) = e(x)«0(y) (U) 

H(x) + H{y) = H{x^y) (15) 

so sieht man leicht, dafs die Funktion G(H(a;)) der Gleichung (12), die 
Funktion H(e(a;)) der Gleichung (13) genügt. Auf Funktionen von 
der durch die Formeln (14) und (15) definierten Art lassen sich dem- 
nach alle durch die allgemeineren Gleichungen (12) und (13) definierten 
Funktionen zurückführen. 

18. 

Aus der Gleichung (14) folgen durch die Annahme y = sofort 
die Gleichungen 

6(0) = 4 e(-y) = 4]((0(y)), 

denen die aus der Gleichung (15) entspringenden Gleichungen 

H(4) = -H(y) = H(4Öy) 
gegenüberstehen. 

Nimmt man nun zu einem beliebigen Werte is den Funktionswert 
Q(js) gleichfalls ganz beliebig an, so kann man von da aus den ganzen 
Verlauf der Funktion Q(x) verfolgen. 

Für jedes ganzzahlige Vielfache von js hat man, wie leicht zu 
sehen, die Gleichung 

Diese Formel gilt auch für negative Werte von n, denn es ist 

0(_ nz) = e(0 - nz) = 0(0) l e(nz) = 41 e(z) = 0Ö^). 

Alle anderen Werte des reellen Gröfsengebietes lassen sich aus 
Null und z durch wiederholte Aufsuchung des arithmetischen Mittels 
genau oder mit jedem wünschenswerten Annäherungsgrade finden. Der 
dem arithmetischen Mittel zwischen a und h entsprechende Funktions- 
wert ( — - — j ist aber offenbar das der Verbindung >— c entsprechende 
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8 über assoziative Gröfsenverbindungen. 

assoziative Mittel zwischen Q(a) und 0(6) 
fa + h\ 



e(^) = Veia)>.e(b). 



Man hat damit eine alle reellen Werte umfassende Bestimmung des 
Funktionsverlaufs, die von einer einzigen willkürlich gewählten An- 
fangsgröfse abhängt. 

Ähnliches gilt für die durch die Gleichung (15) definierte Punktion H. 

19. 

Versteht man jetzt unter eine bestimmte Einzellösung der 
Gleichung (14), so kann man die allgemeine Lösung in der Form 
schreiben 

bei der die Funktion X noch zu bestimmen sein würde. Dann mauste 
nach Gleichung (14) 

0(A(a: + j,)) = 0(A(a;))>^0(>l(y)) 

sein, und da vermöge der über gemachten Voraussetzung 

e(l(x) + A(y)) = Q{Xix) ^ eA(y)) 

ist, so hat man zur Bestimmung von X die Gleichung 

iix + y) = X{x) + l(y). (16) 

Verfolgt man den Verlauf dieser Funktion durch das reelle 
Gröfsengebiet nach dem im § 18 angegebenen Verfahren, so findet 
man, dafs innerhalb dieses Gebiets die Formel 

X(x) = ex, 

in der c ein willkürlicher, von x unabhängiger Faktor ist, die all- 
gemeinste Form der Funktion X repräsentiert. Demnach hat man als 
allgemeine Lösung der Gleichung (14) den Ausdruck &{cx), in dem 
eine Speziallösung der Gleichung vorstellt. Diese allgemeine Lösung 
hängt nur von dem einen Parameter c ab. 

Für die Gleichung (15) findet sich unter Anwendung entsprechen- 
der Bezeichnungen die Allgemeinlösung r}{x) = d- H(x). 

Und für die allgemeinere Funktionalgleichung (12) kann man nun 
den ebenfalls von dem einzigen Parameter g = c • d abhängenden 
Funktionsausdruck 

Q{g.H{x)) = F{x) 

als allgemeine Lösung hinstellen. 

Im übrigen kann man, auch ohne auf die Funktionen und H 
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Funktionalgleichusgen. 9 

zarückzugreifea, den Verlauf der Funktion F durch ein linear sich 
ausdehnendes Grölsengebiet verfolgen, in dem man für die unabhängige 
Variable, wie für den Funktionswert die der Funktionalgleichung ent- 
sprechenden Operationen der assoziativen Vervielfachung und der Auf- 
suchung des assoziativen Mittels von einer einzigen Ausgangsgröfse aus 
in sinngemäfser Übertragung des im § 17 beschriebenen Verfahrens 
zur Anwendung bringt. Auch auf diesem Wege ergiebt sich für die 
Gleichung (12) eine von einem einzigen Parameter abhängende All- 
gemeinlösung. 

20. 

Verfolgt man in dieser Weise insbesondere auch Funktionen von 
der Art, dafs in der definierenden Funktionalgleichung beiderseits die- 
selben Gröfsenverbindungen auftreten, also Funktionen, die durch Glei- 
chungen von der Form 

F{x^y) = F{x)>^F{y) 

definiert werden, so ergiebt sich als allgemeine Form solcher Funk- 
tionen der Ausdruck 

F{x) = X 

von welchem die Lösung der Gleichung (16) X{x) = ex ein spezieller 
Fall ist. 

21. 

Nun ist die Lösung der Gleichung (16), nämlich ex selbst eine 
assoziative Verbindung der Gröfsen x und c; es entsteht die Frage, 
ob die Beziehung 

^(^ + y) = ex + cy 

(die man als Ausdruck des distributiven Prinzips zu bezeichnen pflegt) 
der Verallgemeinerung fähig ist, oder mit anderen Worten, es fragt 
sich, unter welchen Umständen zwei assoziative Verbindungen vw und 
>-c durch die Gleichung 

ti ww (x >-c y) = (w VW ic) >-c (ü VW/ y) (17) 

mit einander verknüpft sein können. Der gleichzeitige Gebrauch der 
beiden Verbindungszeichen wv und >-c soll weiterhin (vgl. § 2) nur 
unter der Voraussetzung erfolgen, dals die Gleichung (17) zutrifft, 
dabei soll die durch das Zeichen ww ausgedrückte Verbindung als die 
höhere, die durch das Zeichen >-< ausgedrückte Verbindung als die 
niedere der beiden in gegenseitiger Beziehung stehenden Verbindungen 
bezeichnet werden. 
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10 über assoziative GrÖfsenTerbindungen. 

Die Beantwortung dieser Frage «rfordert die Lösung der beiden 
Sonderaufgaben^ zu einer gegebenen Verbindung die zugehörende höhere, 
und zu einer gegebenen Verbindung die zugehörende niedere Ver- 
bindung zu suchen. 

22. 

Um zunächst die erstangegebene Sonderaufgabe zu lösen, so sei 
also in der Gleichung (17) die Verbindung x>^y bekannt, die Ver- 
bindung M vAv t; gesucht. 

Definiert man die Funktion %'{x) jetzt durch die Oieichung 

^{x^y) = %{x)^%{y\ (18) 

so erkennt man, dass die Verbindung uvm x einen speziellen Fall der 
Funktion d'(x) vorstellt. Nun wird die allgemeine Lösung dieser Glei- 

xc 

chung nach § 21 durch die Formel ^{x) = x dargestellt. 

Setzt man dann a; = a, also | = ^x und gleichzeitig c = Tti (vgl. 

§ 15), SO geht ^{x) in den ersichtlich assoziativen, den Gleichungen 
(17) und (18) zugleich genügenden Ausdruck 

a;vAvie = a ^^ "^«^ (19) 

über. Zu jeder Verbindung x>^y lehrt diese Gleichung die zugehörende 
höhere Verbindung finden. 

23. 

Jetzt soll die entgegengesetzte Aufgabe, zu der Verbindung m vav v 
die zugehörende niedere Verbindung x>^y zxx ermitteln, in Angriff 
genommen werden. Es sei (p{tl^{x)) = x und für die beiden Punktionen 
q) und ^ mögen die sich gegenseitig bedingenden Funktionalgleichungen 
gelten: 

q)(yiv) = q)(v)v^ ^(j^) (20) 

^(« ^ß) = ^(«) • Hß\ (21) 

dann ist die gesuchte Lösung in der Formel 

x^y = (p{H^) + Hy)) (2^) 

enthalten. Der assoziative Charakter dieser Gröüsenverbindung liegt auf 
der Hand. Femer hat man 
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Funktional^eichajigen. 11 

(ti VW y) >--c (m VAV y) = q>[f{u vw ai) -|- ^(u vw y)] 

= 9(^ W) ww 9(*(a;) + t{y)) 

^=^uyM (xxy)j 
wie verlangt war. 

Da nun nach den Ausführungen des § 19 stets eine der Gleichung 
(20) genügende Punktion (p gefunden werden kann, läfet sich in der 
That zu jeder gegebenen Verbindung eine ihr zugeordnete niedere 
Verbindung angeben. 

24. 

Setzt man jetzt in der Gleichung (17) die Gröfse y = A, so 

kommt 

W ww t; = (w VW 0?) >-c (w VW/ ^) 

woraus folgt, dals 

u^A = A 

sein mufs. Die Hauptkonstante der Verbindung >-c spielt also zugleich 
eine Rolle für die Verbindung vw, sie soll in Bezug auf diese letztere 
Verbindung mit dem Buchstaben B bezeichnet und die NullkonstantiB 
dieser Verbindung genannt werden. Man hat demgemaXs die Gleichungen 

4 = ^ (23) 

(m ww j?) = B (24) 

und darf, da zu jeder Verbindung >— < eine Grundkonstante gehört, 
behaupten: Jeder Verbindung gehört eine der Gleichung (24) Gentige 
leistende Eonstante, die Nullkonstante an. Diese Konstante kann 
(auch für eindeutig bestimmte Gröfsenverbindungen) mehrere Werte 

besitzen, so kommen z. B. für die Verbindung ■^-^- ^- der Nullkon- 
stante die beiden Werte + i und — i zu. 

Die Nullkonstante einer Verbindung hat denselben Wert, wie die 
Hauptkonstante der zugehörenden niederen Verbindung. Lä&t sich 
für jede dieser Konstanten mehr als ein Wert angeben, so mufs 
wenigstens ein Wert der Nullkonstante der höheren mit einem Werte 
der Hauptkonstante für die niedere Verbindung zusammenfallen. 

Das greift z. B. für die Verbindung -~^-^- Platz, der als niedere 
Verbindung die Verbindung ^ T, ^ ^_1 • (a^) zugeordnet werden kann. 
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12 Über assoziative Gröfsenverbindungen. 

Hier hat die Nullkonstante der höheren Verbindung die beiden Werte 
-{- i und — i, die Hauptkonstante der niederen Verbindung nur den 
einen Wert + i. 

25. 

Die oben zur Bestimmung der Funktion q) aufgestellte Funktional- 
gleichung (20) giebt, wie aUe Funktionalgleichungen, eine Schar von 
Funktionen, die sich durch einen veränderlichen Parameter von ein- 
ander unterscheiden und sämtlich durch eine aus ihrer Reihe selbst 
dargestellt werden können. Ist <t> eine der Gleichung (20) genügende 
Funktion und definiert man V durch die Gleichung 

ct)(y(x) = ir) 
so ist 

die allgemeinste der Gleichung (20) genügende Funktion und 



ic^y 



die allgemeinste Form der der Verbindung uvm v zugehörenden niederen 
Verbindung. So giebt es z. B. auch als niedere Verbindung, die dem 
Produkt zugeordnet ist, nicht nur die Summe x -\- y, sondern jede in 

der Form (v^ + Vy^)* enthaltene Verbindung der Grölsen x und y — 
was in der That leicht zu bestätigen ist. 

26. 
Es läfst sich nun der Ausdruck 

min 

{x>^y) 

leicht in einen Komplex von Sonderverbindungen auflösen. 
Zunächst folgt aus der Gleichung (17) ohne Weiteres: 

(a >— c 6) ww (a; >-c y) = (a ww a;) >— < (a ^w/ y) >-c (6 \w/ a:) >-< (& wv y) (26) 
und daraus ferner: 

ww2 ^S >-<8 v^8 

(a >7< i) = a >--c (a vw^ 6) >-c a (27) 

VKwS v»w2 /ww2 x2 viw2\ 

(a>-<6)=(a >— c 6) vw^ (a >— c &) = ( a >-c (a VW/ 6) >— c a j vw^ f a >-c 6) 

vwS / W2 \ /w<2 \ /w«2 \ / w2 \ *w 

Da nun 
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Fanktionalgleichungen. 13 

j-<2 /vw2 \ /v>w2 \ /vw2 \ 

(a ww6) ww a= [(a vvw 6) >-< (a vvw 6)] vvw a == \ a vw 6j >— c \ a vvw fcj == ^ a ww 6j 
ist, so findet sich schlieMich 

«Mw8 vMvS /vifw2 \ / ww2\ wwS 

(a :^-< fe) = a >— < \ a WW 6j >-< \^a VW/ 6 j >-< fc. (27) 

Die Weiterftihrung dieses Prozesses läJst sofort die Richtigkeit der 
Formel 

min min /mi(n — 1) \ /mi[n — *) mtk\ mtn 

(a^^b) = a^^\ a wv6J>-<--->-<\ a w// b) - - >^b (28) 

erkennen, in der nach üblichem Gebrauch — "" ,, ^^^ ^^ \k) 

gesetzt ist. 

Diese Formel ist die assoziative Binomialformel, von der der Bi- 
nomische Lehrsatz ein spezieller Fall ist. 

27. 

Hat man zwei Reihenentwickelungen 

(ww2\ / min\ 

C^YM X ) ' • •>-< \Cn v^ X ) ^^ ' ' • in inf. (29) 
und 

(mi2\ / min\ 

Dj WW a; j • . 5-< \Dn vw/ a; j >-c . . . in inf., (30) 

die innerhalb eines gewissen Gröfsengebietes für jeden Wert der ver- 
änderlichen Gröfse X selber den gleichen endlichen Wert annehmen, 
so mufs notwendig 

(7o = 2>o, C, = D,, ... Cn = Dn •• sein. 

Die Gröfsen C^C^ - - - Cn" -, -Do A • • -D« • • • sollen auch hier 
Koeffizienten der Reihenentwickelung genannt werden. 

Setzt man nämlich zunächst x =^ Ä und erinnert sich, dals J. = JS 

>-< ' X mi 

ist, so hat man sofort 

Co = 2>o. 
Dann hebe man beiderseits unter Anwendung des Yerbindungs- 
Zeichens ][ durch Cq = Dq; ®^ bleibt: 

(mt2\ / mfn\ / mii\ / m*n\ 

Cgwwar j..>-<\CnWwx j>-<- =(2)iWwx)>-c\^Z)2wwrr j">— <\2)„wwa; )x"f 

wofür man wegen des zwischen den Verbindungen ww und >-c be- 
stehenden Zusammenhanges auch schreiben kann 

r / m(«-m "1 

X ww I Cj >-c {^C^ VW a?) >-< . . . \Cn ww X / • • • I 

r / v*^(n-i)\ "I 

= rc ww yDj^ >-c (Dg ww a;) >- c • . . \D„ >-< x / • • -J 
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14 Über assoziative Gröfsen Verbindungen. 

Jetzt hebe man mittels der durch das Zeichen | dargestellten Operation 
beiderseits durch x und setze dann aufs neue x = A^=B^ so findet sich 

Die Fortsetzung dieses Verfahrens führt zu der Erkenntnis ^ dafs all- 
gemein 

C„ = D, 

ist. 

28. 

Betrachtet man nun eine Funktion Fy die durch die Funktional- 
gleichung 

Fix>^y) = F{x)^F{y) (31) 

definiert wird, so läfst sich zeigen, dafs sie durch eine Reihenent- 
wickelung von der Form (29) dargestellt werden kann. 

Setzt man nämlich in der Gleichung (31) für F{x) die Reihe 
(29) ein und nimmt alsdann f&r y den Wert Xy so erhält man: 

C^>^\x))--->^ \Cn y^\x))>^''- 

r n r >-<2 1 f/ *^^ ^^\ "^H 

= \_Cq VAV Cq] >^ \_{Cq WW Ci) VM XJ>^ L\(^0 VAV Cg) >-C 6\ / WV iC J >-< • • •, 

eine Gleichung, die eine Koeffizientenvergleichung nach Mafsgabe des 
§ 27 unmittelbar gestattet. 
Zunächst findet sich 



und daraus 



Co = Co wv Co 



^0 = 4. 



Zweitens hat man 

(Co WW CJ vw^ iP == \G^ YM x) = (Cj vAv a?) >— < (Ci VW/ ic) = Ci VW/ a? 
also 

xi x2 

C^y^C^ = Ci 

und demgemäfs 

C„v^Ci = C, oder C, = G,%C^ = C,\A, 

eine wegen des Wertes von Co identische Gleichung. C^ ist demnach 
eine durch die Voraussetzung nicht bestimmte Gröfse. 
Dagegen findet sich weiter 
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FunktionalgleichuDgen. 15 

X ) = [{Cf^ WW Cg) ^^ C\) V^ X 

oder in anderer Form geschrieben 

>-<4 vMv2 / >-(2 wvir2\ vwv2 

(7, VW/ a: = i^(Co vyw Cg) >^ Gl j wv rc 
woraus sich unter Berücksichtigung des Wertes von (7^ die Gleichung 

ww2 >-<2 

ergiebt. Die Fortsetzung dieses Verfahrens, bei dem jede neue Glei- 
chung einen neuen Koeffizienten liefert, giebt 

min />^1 >^2 xn\ 

und damit eine vollständige Bestimmung der Koeffizienten in der an- 
genommenen Entwickelung , durch die innerhalb ihres Konvergenz- 
gebietes mithin die Funktion F dargestellt werden kann. Inwieweit 
diese Darstellung alle für die Funktion F vorhandenen Möglichkeiten 
erschöpft, wird in der nachfolgenden Abhandlung (Über die gegen- 
seitige Abhängigkeit komplexer Gröfsen. § 9) näher erörtert werden. 

29. 

Die vorstehend beschriebene Reihenentwickelung hat dadurch ein 
besonderes Interesse, dafs man jede Funktion, die überhaupt durch 
eine Funktionalgleichung von der Form (12) definiert ist, auf eine 
Funktion, die einer Funktionalgleichimg von der Form (31) genügt, 
zurückführen kann. 

In der That, hat man eine Funktion jP, fär die die Gleichung gilt 

F{x <=> y) = F{x) WW F(y) 
und definiert nun die Funktion 9 durch die Gleichung 

9)(x)^y) = g)(a:)<=>9(y) 

so kommt, indem man a; = ^(S), y = q>{ri} setzt, die neue Gleichung 
heraus 

n^pC^ ^ n)) = Fi^a) <=> fV) = Fivi^)) WW F(<p(ij)) 
die Funktion F{q)(^)) genügt also einer Gleichung von der Form (31). 
Man kann auch den entgegengesetzten Weg einschlagen. Hat man 
eine zweite Funktion P, die der Gleichung genügt 

und definiert die Hülfsfunktion ^ durch die Gleichung 

^(x<=>y) = V'(x)ww^(y) 
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16 Über assoziative Gröfsenverbindungen. 

so findet sich leicht 

^(P(a; ^ y)) = ^(P(a;) <=> P(y)) = ^(P(a:)) vvw ^(P(y)) 

die Funktion tlf(P{x)) wird also ebenfalls durch eine Gleichung von der 
Form (31) definiert. Wenn die Sache so liegt, dafe q> und ^ selbst 
einfache Funktionen von bekannten Eigenschaften sind, so hat man 
hiermit ein Mittel die Funktion F auf leichte Weise durch eine 
Reihenentwickelung zu berechnen. 

30. 

Im § 23 war eine Funktion (p angegeben worden, mittels welcher 
zu einer gegebenen Verbindung wv stets eine niedere Verbindung >— < 
bestimmt werden kann. Diese Funktion 9 war durch die Funktional- 
gleichimg (20) definiert worden. 

Zu einer Lösung dieser Gleichung (20) kann man in vielen Fällen 
auf folgende Weise gelangen. 

Man differentiiere die Gleichung (20) nach v, so kommt 

Darf man nun die Annahme machen, dafs tpiy) für t? = oder v = 00 
selbst weder den Wert Null noch den Wert Unendlich annimmt, so 
hat man, indem man den dann für ^i{y) auftretenden Wert mit JE 
bezeichnet, die Gleichung 

woraus sich für 9>(w?) ein ganz bestimmter Ausdruck (t)(?i') ergiebt. 

Hat man z. B. a: wv v = -^—^ , so findet sich 
^ 1 — xy ^ 



w = 



1 -I- 4) («(;)• 



(1 — ^4) («?))« 
und demgemäCs, wenn y die inverse Funktion von <|) ist, 

und es mufs in Gemä&heit der Gleichung (21) nun 

1 + /.?_+ 2^ V 

(1 -Exf ' (T- Ey)' ~ (i_ E--^~^-V 
\ l — xyj 

sein. Daraus folgert man dann weiter: 



(34) 
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Funktionalgleichungen. 17 



*W = *r+ 



1 — 10 



und erkennt nun auch hinterher^ dals man in der That berechtigt war, 
dem Ausdruck <i>'{w) für m? = einen von Null verschiedenen Wert 
zuzuschreiben. Es ist nämlich 0'(^) = — ^h während 0(0) in der 
That den Wert E = i annimmt. 

31. 
Für die Gleichung 



0(t;w;) = (D(t;) . j/l - (i>{wf + ii>{w) • j/l — cD(i;)« 



erhält man entsprechend, wenn man den in Betracht kommenden kon- 
stante 
setzt, 



stauten Wert von ^(v) auch hier E nennt, und ferner — = G 



y(.) = |/r=:72 - ff.; (!)(,.) = !^^ 

und daraus unter Anwendung der Gleichung (21) 

ff = ±i; E=oo. 

Ferner findet sich ^\w) = — . M — - , j, so dals man, um die für ^\v) 
gestellte Bedingung zu erfüllen, v ^ oo zu setzen hat. 

32. 

Allgemein erhält man auf diesem Wege 

^^r d(y(tg)w^y(t?)) -| 

L dtpiv) \{v)^E 

■d(z>/fHt)-] 



vw-KTI.. 



Demnach muss die Gleichung 



d(xvfNg) d(yvfNz) dixwftyvMz) 

dz dz dz 



(35) 



durch einen konstanten Wert für z identisch erfüllbar sein. 

Solche Eonstante lä&t sich aber sofort angeben, es ist J?, die 
Nullkonstante der Verbindung vw. Denn wenn man die Gleichung 

(a; ww ;er) ww y = (x ww y) w// jßr 



Pietaeker, Beiträge znr Fuziktionenlehre. 
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18 über assoziative Gröfsenverbindungen. 

nach z differentiiert^ so hat man zunächst 

d{{x^Miz)^ffHy ) d{xvMz) ^ ((a? ww y) ww z) 

d{xvMz) ' dz cz ' 

eine Gleichung, die für jer = J5 in die zu beweisende Gleichung übergeht. 

33. 

Mit Hülfe der Punktionen <t> und V kann man nun zu der Ver- 
bindung VW die zu gehörende niedere Verbindung nach Mafsgabe der 

Gleichung (22) angeben. So findet sich z. B. für rr wv y == -^-^^ 

als zugehörende niedere Verbindung der Ausdruck 

'E w « — V Vi - ix "^ i - iy) _ x + y^i{l+ 3xy) ,oßN 

■^ U - »a: "^ 1 - iy) 

wovon am Schlufs des § 24 bereits Gebrauch gemacht worden ist. 
Als allgemeinere Form der gesuchten Verbindung findet sich dann in 
Gemäfsheit der Formel (25) 

1+1 



m^^fm 



34 

Die soeben angegebene allgemeinere Lösung kann man auch direkt 
dadurch erhalten, dafs man die Gleichung q){vw) = q>{tv) vw/ q){u) nmal 
hintereinander nach v diflferentiiert, indem man die — natürlich hinter- 
her zu rechtfertigende — Annahme macht, dafs für v = oder v = oo 
alle Diflferentialquotienten bis zum (n — 1)*®° einschliefslich selbst zu 
Null oder Unendlich werden, während dies für den w**"* nicht zutrifft. 

Unter dieser Voraussetzung erhält man für a? vav y = ^ __^ bei gleich- 
zeitiger Bestimmung 9)(0) = i 

l-\-iw{w) / N .1 — w** /Qo\ 

«<-" = T-^'^^^ q>(w)^ i . (38) 

l-*9(«') ^^ ^ 1 + w« ^ ^ 

Dafs die über die Differentialquotienten aufgestellten Voraussetzungen 
hiebei zutreffen, ist unmittelbar ersichtlich. 
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Funktdonalgleichungen. 19 

35. 
DalB hiebei die Funktion (p sowohl^ wie die mit ihrer Hülfe be- 
stimmte zu der Verbindung J^JJ^ gehörende niedere Verbindung in 

imaginärer Form erscheinen^ hat etwas Befremdendes. Denn für jene 
Funktion mufe man, wenn man ihren Verlauf nach § 19 verfolgt, 
ebenso wie für die durch Gleichung (17) definirte Verbindung x>^y 
einen reellen Verlauf erwarten, sobald man nur die Ausgangsgröfse 
reell gewählt hat. In der That läfst sich auch die durch Oleichung 
(38) gegebene allgemeine Form der Funktion g), ebenso wie der von 
ihr abhängige durch die Gleichung (37) dargestellte allgemeine Aus- 
druck der Verbindung x>^y in eine reelle Form bringen. 

Wenn l der reelle Wert von (p(w) ist, p= j-3|| und w==i j-^ =2im 

gesetzt wird, wo auch m reell ist, so findet sich 

i4^ ^ ep (p{w) = tg |- = tg (m lg t(7), 

ein der Gleichung (22) für den angenommenen Fall offenbar genügen- 
der Wert. 

Femer ist 

^ wlg (e "» +e "» }J, 

eine ersichtlich assoziative Verbindung, die die Gleichung (17) befriedigt 

36. 

Es läfst sich denmach jede assoziative Verbindung als Glied einer 
beiderseits sich ins Unendliche erstreckenden Verbindungsreihe ansehen, 
bei welcher jedes Glied in Bezug auf das vorhergehende die zugehörige 
niedere, in Bezug auf das folgende die ihm entsprechende höhere Ver- 
bindung vorstellt Besonderes Interesse hat dabei die Reihe, deren 
Zentrum die Summe (nebst dem Produkt) bildet Von dieser Reihe 
mögen die vier mittelsten Glieder nachstehend aufgeführt werden: 

"6 "• : nxtf] X -\- tf] plgXß^ -\- e^j . (39) 

Die zur Summe gehörende niedere Verbindung findet sich dabei be- 
sonders einfach, weil in diesem Falle die Gleichung (22) offenbar durch 
die Lösung 

ip(x) = n]g(x) 
befriedigt wird. 
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20 t)ber assoziative GröfsenverbindungeD. 

IIL 

Integration von Differentialgleichnngen mittels Fnnktional- 

gleiehnngen. 

37. 
Differentiiert man die Gleichung 

(V <=>W) <=>U = (U<:>V) <=> tC 

nach w, so kommt 

d((v <=> tc) o tt) d(v<=> w) d ((« <=>v)^>fß) 
d{v<=>tD) dw dw 

und wenn man dann w =^ A setzt 

dv L dw JiosJ L dtD Jio = A ^ ^ 

Um diesem Sachverhalt einen einfacheren, die Verwendung er- 
leichternden Ausdiiick zu geben, soll unter Umstanden die nicht mehr 
assoziative, auch nicht mehr commutative Gröüsenverbindung 

gesetzt werden, so dafs der Ausdruck | 1 den Wert bedeuten würde, 

den -^^-^ annimmt, wenn man nach der Differentiation w = Ä setzt. 
dw ^ ** 

Dann nimmt die Gleichung (41) die Gestalt an: 



c 



o).(o)-(oi («, 

und aus ihr folgt 

ö = I I : I Ö I • (44) 

Für u<=> V = y_^ hat man beispielsweise 

öl = ,i^«^. [11 = 1 + «* 
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Integration von Differentialgleichungen mittels Funktionalgleichimgen. 21 
und folglich 



1 + u« ^^\i—uv) 



(1-ut?)* 1 + v* 

eine, wie man sofort erkennt, identische Gleichung. 

38. 
Jetzt werde die Funktionalgleichung 

F(x-hy)=^F(x)<^F(j,) (45) 

nach X diflferentiiert und r.^ = F'(x) gesetzt, das giebt: 

/F{x)\ 
F> + y)= \.F(f,). (46) 

Setzt man noch y = ^ und F'{Ä) = D, so hat man, da offenbar 
F(0) = 4 ist, 

/F{x)\ 
F{x) = I).{ ö (47) 

d. h., wenn man F{x) = u, und D • [ () j = /"(m) setzt, so gilt der Satz : 

Vi ; 

Hat man die Differentialgleichung 

Jj = /*(«)> (48) 

so laÜBt sie sich durch eine GQeichung von der Form (45) integrieren. 
Beispielsweise wird die Gleichung 

du i I i 
3^ = 1 + « 

durch die für u »» F{x) geltende Funktionalgleichung 

integriert. 

39. 
Hat man umgekehrt die Gleichung 

F{x^y) = Fix) + Fiif) (49) 

zn differentiieren, so kommt 



-^K^^y) — l^Fix)F(y) 
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22 Über assoziative Grörsenverbmdungen. 



F'ix>^y)-(x\=F'(i,), (50) 

und wenn man hierin y = Ä, F'(^) = E setzt, 

F\x).{\\=E (51) 

r{x)==EAl\. (52) 

Setzt man wieder F{x) = u und E: l \ | =» ^(^r), so kann man den 

\d) 

Satz aussprechen: 

Eine Differentialgleichung von der Form 

l^ = 9(^) (53) 

läfst sich durch eine für u = F(x) geltende Funktionalgleichung von 
der Form (49) integrieren. 

40. 
Die Differentiation der allgemeinen Funktionalgleichung 

F(xxy) = F{x)<=>F(y) (54) 

nach y ergiebt 

F'(x>^y).l l = ö \-F'iy) (55) 

und weiter, wenn man y = ^ setzt, wobei F{Ä) den Werth A an- 
nimmt, während F{Ä) = E gesetzt werden soll, 

/x\ /Fix)\ 
F'ix)-l ]( = ö ^ (56) 

^Fix)\ /x\ 
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Integration von Differentialgleichungen mittels Funktionalgleichungen. 23 

Das giebt, wenn man wieder 2^(a;) = M, I j =/"(«), ^: [ J |=(jp(a;) 

\ä) \ä 

setzt^ den Satz: 

Eine Differentialgleichung von der Form: 

P^ = fiu).<piT) (58) 

^rird durch eine für u = F{x) geltende Funktionalgleichung von der 
Form (54) integriert. 

Hiebei ist noch der spezielle Fall von Interesse, in dem (p(x) = -2pr 

ist, die Differentialgleichung also die Form 

P = ?r( (59) 

dx f{x) ^ ^ 

annimmt. Die integrierende Funktionalgleichung hat dann die Form 

F(x^y)==F(x)<=^F{y). (60) 

41. 

Drückt man in der Gleichung (44) die rechts stehenden Gröfsen 
mittels der im § 38 definierten Funktion f{u) aus, so erhält man die 
Gleichung 

Es ist demnach der Differentialquotient 1 Q 1 gleich f(ti) mul- 

vv 

tipliziert mit einer symmetrischen Funktion von u und v. Bezeichnet 
man diese Funktion mit Zj so hat man also die Gleichung 

'-^ = -^(») (62) 

und eine weitere Differentiation dieser Gleichung nach u ergiebt 

t^ = ru'f(-) + ^'nu). (63) 



42. 

Hat man eine Differentialgleichung von der Form (48) und sucht 
die in der integrierenden Funktionalgleichung (45) auftretende Gröfsen- 
verbindung <=> zu bestimmen, so würde diese Aufgabe im Anschlufs 
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un die Gkkbtmg ^03^ in der nadutehend angegebenen Weise an- 
g^^ffen werden koimetL 

Da die linke Seite der Gleichang <'G3; in m und r symmetrisch 
ii!^^ bandelt es sieh dämm, eine armmetrisehe Fonktion £ Ton m und r 

i$Q 2a bestimmen, dals der Ansdmck ^' f(u) + zffu) selbst sym- 

metriiseh wird 

Soleber Funktionen wird es mehr als eine geben, da aber 

war, wird die assoziatire Natur der Yerbindong ti <=> r das Mittel 
geben, unter allen sich zunächst darbietenden Funktionen die der eigent- 
lich zu lösenden Aufgabe entsprechende Funktion auszuwählen. Ist % 
die inrerse Funktion von f^ also fix (y)) «= ti so würde die Bestimmung 
so zu treffen sein, dais die Orolsenrerbindung 

t{zfiu)f(v)) = u<=>v (64) 

assoziativ wird, 

43. 

Dals es in der That mehr als eine Funktion z giebt^ die der 
Oleiehung (63 j Genüge leistet, ist leicht einzusehen. Wenn % eine 
diese Gleichung befriedigende Funktion vorstellt, so ist auch 

z==i'X{u<=>v) (65) 

eine Lösung jener Gleichung, unter X eine ganz beliebige Funktion 
verstanden. 

In der That hat man 

/«? 
du cu ^ / I » d{u<=>v) 

d. h. wegen der Gleichung (62): 

und also 

A(«)^;+*r(«)"äiA(«<=>.)/-(«)=g^/(2'£^V^.«-t;) + gX(«<^t;)r(«) 

der Klammerfaktor des ersten Gliedes rechts besitzt nach der über g 
gemachten Voraussetzung die Symmetrie in u und v, die den übrigen 
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Bestandtheilen der rechten Seite ganz offenbar zukommt^ womit die 
Behauptung erwiesen ist. 

Nun läfst sich die der rechten Seite der Gleichung (63) bei- 
wohnende Symmetrie in u und v durch die partielle Differentialgleichung 
ausdrücken 

U /•(«) + ^r («) = fj m + zfiv) (66) 

deren Lösung eine willkürliche Funktion enthalten mufs. Hieraus er- 
kennt man, dafs die Gleichung (65) die allgemeine Lösung der Glei- 
chung (63) enthält. 

44. 

Die •vorstehenden allgemeinen Erörterungen sollen nun durch einige 
Beispiele erläutert werden. 

Es sei zunächst f(u) = w. 
Dann mufs also 

in u und v symmetrisch sein, was am einfachsten durch die Annahme 
g = 1 erreicht wird. Dann müfste also bei Anwendung der in § 43 
benutzten Bezeichnungen 

sein, oder wenn man die Funktion ^ durch die Gleichung 

definiert, die Gleichung 

tl;(u • t;) = M <=> t; 

gelten, die die nähere Bestimmung der Funktion iff durch die Forderung 
der assoziativen Natur der Verbindung <=> ermöglichen würde. 
Man hätte also 

und für v = 1 

Setzt man nun noch m = 1, ^(1) = c, so wäre 

t{cw) = i^U^iw)) 
und damit unmittelbar ip = cw, n = cuv. 

Die Gleichung —J^ = F(x) wird also durch die Funktional- 
gleichung 

F(x-hy)=^cFix)F(i,) 
integriert. 
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Über assoziative GrOfsenTerbindangen. 



45. 

Ist f'(u) = 1 + w*, so ist ein Wert, der den Ausdruck -^:-^^ 
in u und v symmetrisch macht, selbst aber diese Symmetrie schon besitzt, 

1 



l" 



In der That ist 



(1— ttV)* 






^u (1 — ut?)" ' (1 — UV)» (1 — ur)» 

Die allgemeine Lösung der Gleichung (63) ist also in diesem Falle 

(1 — u v)* ^ ^ 

und hier müfste ebenfalls in Gemäfsheit der Gleichung (64) 

0f(u)f(v) = f(:u<=>v) 

sein. 

Bestimmt man hier die Funktion ^ so, dafs 

ist, so hätte man dann 

und folglich müfste die Gleichung bestehen: 



i^^^'A^^b^m^j) 



{'- 



Wlp 



(!+««) (l+c'A« 






= ^ 






(1 — i*r) 
Durch die Annahme «^ = kommt dann: 

(l — 101^(1 + 1;«)*) (l — t?i^(l + 1(?*))^ 



und wenn man nun tv = 0, ^(1) = c, 1 + v* = y, t; = y — 1, 
if(y) = t setzt 

und schlielslich 



u <=> V = 



d. h. die Gleichung 



r (1 — t*v)* i+ut? 
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wird durch die Funktionalgleichung 

Fix + y) = F(x) <=> F(ff) 

integriert, in der die Verbindung <=> die eben angegebene Bedeutung 
besitzt. 

46. 

Um die in den beiden vorstehenden Paragraphen benutzten , mit 
dem Buchstaben g bezeichneten Einzellösungen zu finden, gehe man 
von der Annahme aus, da& S eine Funktion der einfachsten assoziativen 
Verbindungen, entweder der Summe oder des Produktes sei. 

Diese Annahme werde zunächst für den Fall f(u) = u gemacht. 
Dann ist f(u) = 1. 

Hat man dann g = ^/'(uv), -^ = V(i(uv\ so müfste, um die Glei- 
chung (66) zu befriedigen 

vil{uv) ' u + ^(uv) = u(i(uv) ' V + (i(uv) 

sein. Diese Gleichung ist für jede Funktion ^ richtig. Man kann 
dann g ==* 1 setzen, oder auch direkt auf il(uv) Betrachtungen von 
derselben Art anwenden, wie sie im § 44 durchgeführt worden sind. 
Setzt man andererseits S = v (w + t^) , so erhält man aus der 
Gleichung (66) 

uv(u + v) -j- v(u + «) = vv(u + ^) + «'(^ + ^) 

und daraus unmittelbar 

v(u -f- v) = 0, g = v(u + t?) = constans. 

47. 
Jetzt sei f(u) = 1 + w*, f(u) = 2u und es werde zuerst 

O fr p fc 

Dann folgt aus der Gleichung (66) durch leichte Umformungen 

fi{uv)[(u — v) (1 — uvj] = 2(w — v)(i(uv) 
lJk{uv) 2 , , V d 



also 



wenn d eine Konstante bezeichnet. 
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28 Ober assoziative GrörsenTerbindungeii. 

48. 
Man kann aber auch hier 

setzen. Dann giebt die Gleichung (66) 

(w« _ v^y'(u + r) = (2v — 2u) . v{u + v), 
also 

woraus man durch Betrachtungen ganz derselben Art, wie sie im § 45 
angestellt worden sind, zu demselben Schlufsergebnis für u<=>v gelangt. 

49. 

Zu den in den vorstehenden Paragraphen dargelegten Ergebnissen 
kann man auch von der in § 41 angegebenen Beziehung 

f(u^v) = zfiti)fiv) 

aus gelangen. Nennt man diesen Ausdruck ^, so hat man 

ru-f(') llJ/"W + ^r(«)) (67) 

und da in dieser Gleichung der Elammerfaktor der rechten Seite nach 
Gleichung (63) symmetrisch in u und v ist, so folgt, dafs der Ausdruck 

diese Symmetrie ebenfalls besitzen, also die Gleichung 

/•(«)|^-/-(«)?„ = (68) 

gelten mufe. Ist r ein partikuläres Integral dieser Gleichung, so wird 
das allgemeine Integral desselben durch eine willkürliche Funktion von 
r dargestellt, so dafs man schreiben kann 

t = 6(t), 

Denn wenn t aujjser von r auch noch von u direkt abhinge, so wäre 

de_ae^ajr ae dt^_dt^ dt 

du dt ^M ' du dv dt dv 
und die Gleichung (68) nähme die Gestalt an: 

|-l«») + lli«»)|^-«»)|J)-0, (69) 
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woraus^ da die Eigenschafb von r, eine Lösung der Gleichung (68) zu 

sein, das zweite Glied zum Verschwinden bringt, ohne weiteres x— = 

folgt. Das heifst, t hängt von u und v nur durch Yermittelung der 
Grölse T ab. 

Hat man z. B. f(u) == 1 -{- w*, so ist eine Lösung der Gleichung 
(68) in der Formel 

(i + t^'Xi + O 

^~ (1 - uvy 

enthalten, woraus dann durch die Berücksichtigung des assoziativen 
Charakters, den die Verbindung u<=>v haben muis, die Schlufslösung 
in ganz ähnlicher Weise, wie in § 45 gewonnen wird. 

50. 

Der Gedanke, eine unbekannte symmetrische Funktion zweier 
Veränderlichen dadurch zu bestimmen, dafs man diese Funktion auf 
die Summe und das Produkt dieser Veränderlichen zurückführt, läfst 
sich auch noch in anderer Form verwerten. 

Hat man die Gleichung 

^ + |y (70) 

fix) ^ f(if) ^ -^ 

zu integrieren, so pflegt man die Integralgleichung in der Form zu 
schreiben, 

^i^f{y) + yf(p^)) = constans, (71) 

wo M der sogenannte integrierende Faktor ist-, die Aufsuchung dieses 
Faktors bildet dann die eigentlich zu lösende Aufgabe. 
Setzt man nun 

so lälst sich M statt als eine Funktion von x und y als Funktion 
von u und v auffassen. Dann ist offenbar 

dx ^1* ' ^ ^t? ' dy ^tt ' dv ^ ^ 

Nun giebt bekanntlich die Differentiation der Gleichung (71) 
unter Bei-ücksichtigung der Gleichung (70), dafs allgemein 



/ 



sein mufs. 



(73) 
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30 Über assoziative GrOfsenverbindungen. 

Daraus folgt vermöge der Gleichungen (72) die ebenfalls allgemein 
gültige Fonuel 






+ -j^ {yV(^) - ^v(y) ) + ymnx) - xmay) 

61. 



=0.(74) 



Hat man nun beispielsweise 

f(x) = 1 + rr«, also f{x) = 2x 
so erhält man, nachdem man die Gleichung (74) von dem Faktor 
x^ — y^ befreit hat, die Gleichung 

--f u 1 — (1 — v) 4- 7-i — = 0, 

der offenbar durch die unter einander harmonierenden Annahmen: 

1^ = _»J«^(1_«) + J^=0, 

du dv ^ ^^ I 1 -^ t? ' 

genügt wird, auf Grund deren man die Gleichungen 



9 



1 — x*y* 
aufzustellen berechtigt ist. 

Es wird also die Gleichung 

dx , dy ^ 

durch die Gleichung 

Constans = a + ^')y + a + 2/*)^^ _ (a? + y) (l + rcy ) ^ x + y 
l—x*y^ {l — xy){l + xy) 1 — xy 

integriert, der man leicht die Form des für die Funktion Tangens 
geltenden Additionstheorems geben kann. 

52. 



Ist zweitens f{x) = ]/l — x^yi — 1c^x\*) so nimmt die Gleichung 
(74) die Gestalt an 



*) Der Inhalt dieses Paragraphen ist in etwas eingehenderer Ausfahrung 
bereits früher in der Zeitschrift für Mathematik und Physik, Jahrgang XXIX, 1894, 
Heft 4, S. 253/264 veröffentlicht worden. Doch ist dort der Zusammenhang, in 
welchem ich auf diese Integrationsmethode der elliptischen Differentialgleichung 
gekommen bin, nicht ersichtUch. 
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-1-^ im - f{y))\^m + ym] 

+ i^'-y' (^(ÄV- 1) + {2¥v)] 







und dieser Gleichung wird offenbar darch die gleichzeitigen, mit ein- 
ander Tertn^lichen Annahmen 

»^ = i^ (ÄV - 1) -f 2*«» = 

du dv ^ ^ ' 

genügt, aus denen man folgert {g = constans) 

1 1 



M = 



g{\ - kH^ g{l - k^x^y^ 



Die Einsetzung dieses Wertes in die Gleichung (71) führt, wie 
man leicht erkennt, auf das Additionstheorem der elliptischen Integrale 
erster Gattung. 

IV. 

Yerallgemeineraiig der algebraischen und analytischen 
Ornndbegriffe. 

53. 

Eine gewisse Verallgemeinerung .der algebraischen Grundbegriffe 
hat sich schon im Anfange dieser Betrachtungen ganz von selbst er- 
geben, wo zu dem Operationszeichen <=> das inverse Operationszeichen 

hinzugefügt wurde, während weiterhin noch die Symbole a Va und 
Ta auftraten. Man erkennt sofort die Analogie mit den algebraischen 

Operationen der Multiplikation, der Division, der Potenzierung, der 
Radizierung und der Logarithmierung. 

Es sollen nun noch einige weitere Begriffe verallgemeinert werden, 
vor allem der Begriff des Negativen und der des Imaginären. 

54. 

Setzt man die assoziative Verbindung x<=>y mit der Addition in 
Parallel^, so entspricht die durch das Zeichen x() y ausgedrückte 
Operation der Subtraktion. Auf die negativen Gröfsen gelangt die 
Algebra nun durch die Annahme x = 0, an deren Stelle allgemein 
die Annahme x = Ä treten muls; denn in der That ist Null ja nichts 
als der Wert der Hauptkonstante für die durch Addition entstehende 
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QrölSsenverbindung. Der Ausdruck für die verallgemeinerten negativen 
Gröfsen hat demnach die Form 

^0^- (75) 

Eine solche GröDse soll im Weiteren „Inversionsgröfse" ge- 
nannt werden. Zu den Inversionsgröfsen gehört dann z. B. auch der 

Ausdruck — , der bei der Multiplikation dieselbe Rolle spielt, wie der 
Ausdruck — x bei der Addition. 

55. 

Die imaginären Gröisen der gewöhnlichen Algebra entspringen 
aus einem Sachverhalt, bei dem sowohl die Addition wie die Multipli- 
kation in Frage kommen. Die imaginäre Gröfse n; = ia ist eine 
Lösung der Gleichung 

a;^ = — al 

Hier wird eine Verallgemeinerung dadurch ermöglicht, dafs zu 
jeder beliebigen assoziativen Gröfsenverbindung sowohl eine höhere als 
eine niedere Verbindung gefunden werden kann (§ 21). Wendet man 
die für solche Verbindungspaare ausdrücklich vorbehaltenen Bezeich- 
nungen an, indem man zugleich die durch die Formel (75) dargestellte 
Verallgemeinerung der negativen Gröisen verwertet, so hat man die 
Gleichung 

t^A\a (76) 

als Definition der allgemeinen assoziativ-imaginären Gröfsen, die dem- 
nach durch das assoziative Analogon der Quadratwurzelausziehung aus 
Inversionsgröfsen gefunden werden. 

66. 

Die Gau SS sehe Darstellung des Imaginären lehrt bekanntlich die 
rein imaginären Gröfsen durch Strecken veranschaulichen, die auf einer 
zu dem geradlinigen Trager der reellen Gröfsen senkrechten Geraden 
abgetragen werden. Man kann diese Darstellungsweise in der Art be- 
gründen, dafs man die negative Seite der reellen Axe als aus der po- 
sitiven Richtung durch eine Drehung um 180^ entstanden auffafst. 
Da aulserdem die negativen Gröfsen als Produkte der entsprechenden 
positiven Gröfsen mit dem Faktor ( — 1) angesehen werden können, 
so erscheint die Drehung einer Strecke unter Festhaltung des Null- 
punktes in die entgegengesetzte Richtung als die geometrische Ver- 
anschaulichung der Multiplikation mit dem Faktor ( — 1). Und nun 
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liegt es nahe^ die Drehung überhaupt als Versinnlichung einer gewissen 
Multiplikation aufzufassen. Denn die Drehung hat mit der Multipli- 
kation die wichtigste Eigenschaft gemein, sie ist ebenso wie diese- 
eine assoziative Operation. 

Löst man dann die Drehung um den gestreckten Winkel in zwei 
aufeinander folgende gleiche Drehungen um je einen rechten Winkel 
auf^ so heilst das nichts anderes als die Aufstellung der Frage: Wie 
ist der Faktor x zu bemessen, damit durch zweimalige aufeinander 
folgende Multiplikation mit ihm die Grölse + a in — a übergeht? 
Man hat also die Gleichung 

ax^ = — a 
zu lösen, imd erkennt, wie die Lösung dieser Gleichung 



rr = ]/--T = i 

geometrisch nichts anderes bedeutet, als dafs, wenn eine reelle Gröfee 
mit { multipliziert wird, die sie darstellende Strecke eine Drehung von 
90® um den Nullpunkt erfährt, wie es die Gausssche Darstellung 
verlangt. 

Wie durch diese Begründung der Gaussschen Darstellung der 
Mo i vre sehe Satz erst seine volle Bedeutung erlangt, ist hier auseinander 
zu setzen nicht der Ort. 



57. 

Will man nun diesen Sachverhalt verallgemeinem, so hat man 
zwei assoziative Verbindungen, die als höhere und niedere Verbindung 
mit einander verknüpft sind, in ganz entsprechender Weise zu ver- 
wenden, wie es hier mit dem Produkt und der Summe geschieht. 
Dabei ist vor allem der Punkt aufzusuchen, der dem Nullpunkt der 
Gaussschen Darstellung entspricht. Man erkennt sofort, dais an Stelle 
des Nullpunktes der Punkt treten mufs, durch welchen die Haupt- 
konstante der in Betracht kommenden niederen Verbindung dargestellt 
wird, dieser Punkt repräsentiert zugleich die Nullkonstante der höheren 
Verbindung. Von ihm aus erstrecken sich dann nach allen Richtungen 
die Linien, welche als Träger von einfach ausgedehnten Gröisen- 
änderungen in Gemäfsheit der niederen Verbindung auftreten, die Ver- 
folgung der Gröfsenänderungen längs einer solchen Linie entspricht 
der algebraischen Addition, der Übergang von einer dieser Linien zu 
einer zweiten ist das Analogon der algebraischen Multiplikation. 

Pletzker, Beiträge cur Funktionenlehre. 3 
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58. 

Die soeben entwickelten allgemeinen Gesichtspunkte sollen nun auf 
den Fall angewendet werden^ wo die Addition nicht als die niedere 
sondern als die höhere Verbindung auftritt. Dann wird die zugehorende 
niedere Verbindung (§ 36) durch den Ausdruck 

a? 5-K y = lg (e* + ^y) 

dargestellt^ wenn man für den folgenden Zweck die verallgemeinemde 
Gröfse (Formel (39)) w = 1 setzt. 

Die Hauptkonstante dieser niederen Verbindung, zugleich die Null- 
konstante der als höhere Verbindung auftretenden Summe hat den 
Wert — oo. 

Die ganzzahlige assoziative Vervielfachung führt bei der Addition 
zu der natürlichen Zahlenreihe^ als Einheit dient dabei die Haupt- 
konstante der entsprechenden höheren Verbindung, die (für das Produkt) 
den Wert Eins hat. 

An Stelle dieser Eins tritt jetzt die Hauptkonstante der nunmehr 
in Betracht kommenden höheren Verbindung, also der Summe, d. i. 
Null* Und die wiederholte Anwendung der durch die Formel (77) 
repräsentierten Operation ergiebt an Stelle der natürlichen Zahlenreihe 

1 2 3 . . . u. s. w. 
die Reihe 

— oc lg 2 Jg 3 . . . u. s. w. 

Die inverse Operation der hier auftretenden niederen Verbindung 
(also das Analogen der Subtraktion) ergiebt die Gleichung 

und daraus findet sich als Ausdruck der Inversionsgröise 

4 1 y = lg (— ^^) = y + lg (— 1) = lg y + ^*^ • • • ^ 

wenn m einen beliebigen ganzzahligen Faktor repräsentiert. 

Die Inversionsgröfsen liegen also nicht auf der reellen Axe selbst, 
was auch nicht Wunder nehmen kann, da die Hauptkonstante A hier 
den Wert — oo hat. 

Für das Analogen des Imaginären nimmt die auf den vorliegenden 
Fall angewendete Gleichung (76) die Gestalt an 



2« = lg (^« -««") = lg (-1), 

, Google 
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da ja die Grölse a als Hauptkonstante der hier die höhere Verbindung 
Yorstellenden Summe den Wert Null hat^ es ist also 



igy-i = 



%n 



und das Imaginärwerden einer reellen Gröfse^ welches durch die ge- 
hörige assoziative Verbindung mit t bewirkt wird, erscheint hier als 

Vermehrung um ^ = y ; ^- ^- ^ Verschiebung um die Strecke -^ 

senkrecht zur Richtung des Reellen. Diese Verschiebung ist also hier 
das Analogon der Drehung, oder geradezu selbst eine Drehung, nämlich 
um den festen Punkt, der die Gröise — oo repräsentiert. 

Eine zweimalige Drehung um diesen Punkt im Betrage von 

"- erzeugt die entsprechende Inversionsgröfse, die Reihe dieser Gröfsen 

liegt also auf einer Parallele zur Axe des Reellen, um die Strecke it 
seitwärts verschoben, wie schon vorher erkannt worden war. 



59. 

Eine folgerichtige Durchführung des Gedankens, die ganze Ana- 
lysis statt auf die Verwendung von Addition und Multiplikation auf 
die Verwendung irgend einer andern Kombination zweier durch die 
Gleichung (17) mit einander verknüpften Grundoperationen ww und >--c 

zu gründen, würde natürlich bedingen, dafs die Zeichen -j • : u. s. w. 

vollständig auJaer Gebrauch treten*). Wie aber bereits im § 7 her- 
vorgehoben worden ist, würden für alle durch diese Zeichen dar- 
gestellten Operationen mittels der die neuen Grundoperationen dar- 
stellenden Zeichen neue Ausdrücke hergestellt werden können. 

Dabei würde sich dann auch eine Abänderung gewisser Begriffe 
unabweislich machen, fQr deren bisherige Auffassung die herkömmlichen 
algebraischen Grundbegriffe noch immer eine gewisse Rolle spielten. 
Es sind dies die Analoga des Potenzbegriffes und der damit zusammen- 
hängenden Begriffe der Wurzel und des Logarithmus, wie sie in den §§11 
bis 15 definiert worden sind. Nicht nur, dafs in den das {lechnen 
mit diesen Ausdrücken regelnden Formeln die Zeichen für die her- 
kömmlichen ;,vier Spezies^^ ganz unmittelbar auftreten, auch in der 
Zahl m, mittels deren die genannten Begriffe an der angegebenen Stelle 



*) Dafür würde sich das Bedürfnis nach sprechbaren Wörtern für die Zeichen 
ww I >^ ][ geltend machen. Als solche könnte man vielleicht die Präpositionen 
cum und sine, sym (statt syn) und aneu, mit und ohne verwenden. 

3* 
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definiert worden sind, steckt der Additionsbegriff insofern darin, als 
diese Zahl nach ihrer ursprünglichen Bedeutung durch Abzahlung 
entstanden, also eine Summe von Einheiten ist. Man kann indessen 
die herkömmlichen algebraischen Grundbegriffe auch hier völlig elimi- 
nieren. Setzt man nämlich 

12 m 

A>-< A ' ' >-< A = (m), 

so ist (m) durch die Zahl m, aber auch m durch (m) völlig bestimmt. 
!Man kann dann eine neue Potenzgröfse durch die Gleichung definieren: 

{m)mi mim 

und hat für die Rechnung mit dieser Gröfse, wie sofort ersichtlich, 
die nur mit den Zeichen vav und >~< behafteten beiden Gleichungen 

a ^NH a = a ; a|a= a , 

aus denen dann eine vollständige, von dem Gebrauche der herkömm- 
lichen Zeichen völlig losgelöste Theorie der Rechnung mit Potenzen, 
Wurzeln und Logarithmen in ganz ähnlicher Weise hergeleitet werden 
kanti, wie es in der gewöhnlichen Algebra auf der Grundlage der 
Gleichungen a^ » a"" = a"»+" und a^ : a* = a^-^ geschieht. 

60. 

Die Möglichkeit, das Verhältnis zwischen Addition und Multipli- 
kation zu verallgemeinem, giebt nun aber vor allem auch das Mittel, 
dem Begriff der Differentiation einen erweiterten Inhalt zu geben. 
Diese Differentiation findet bekanntlich ihre Definition in der Formel 

^_I^^) _ lim F{x-\-h)^F{x) 
dx h ' 

in der nur die Operationen der Addition, der Subtraktion und der 
Division auftreten, zu denen auf dem Gebiete der allgemeinen asso- 
ziativen Verbindungen vollkommene Analoga existieren. Die Einwägung 
dieser Analogien rechtfertigt ohne weiteres die nachstehende, sich durch 
sich selbst erklärende Formel 

8 F(*) I 8 (x) = lim { (Fix >^ h) l I^x)) | Ä), (77) 

wobei aber als Grenzwert für h nicht allgemein Null, sondern vielmehr 
die Konstante A = B auftritt, die allerdings auch aufser dem Fall 
der gewöhnlichen Differentiation noch in vielen anderen Fällen den 
Wert Null haben kann. 
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61. 

Diese verallgemeinerte Differentiation ist von derselben Tragweite, 
wie die gewöhnliclie Differentiation. Sie führt auf Integrationsformeln 
von entsprechendem Geltungsbereich, sie ermöglicht die Aufstellung 
von Differentialgleichungen, deren Zulässigkeit keinem höheren Mafs 
von Einschränkungen unterliegt, als dies für die Differentialgleichungen 
der gewöhnlichen Analysis besteht. 

Die Aufstellung solcher Differentialgleichungen kann im einzelnen 
Falle dadurch von Vorteil sein, dafs sie sich leichter integrieren lassen, 
als Differentialgleichungen der gewöhnlichen Form. 

Hat man insbesondere die Gleichung 

zu integrieren, so kann man für eine von Ä = B unendlich wenig 
verschiedene Grö&e k die Gleichung aufstellen: 

F(x >-c Ä) = F(x) >^ {Je ww F{x)) = (-F(x) VW/ ^) ^ {F{x) vav ä:) 
= F(x) w^(Ä>^ h). 

Verbindet man jetzt x>^lc auf dieselbe Weise mit Ä, so erhält man 
als Ergebnis der unendlich vielmal fortgesetzten Wiederholung dieses 
Verfahrens die Gleichung 



(>-<»\ t*H CO 

x:^h ) = F(x) y^iÄ^Jc), 



Die Gröfse k hat einen von Ä um einen endlichen Betrag ver- 
schiedenen Wert, der mit y bezeichnet werden möge. Die Gröfse 

(Ä >-c k) ist von X völlig unabhängig, ihr Wert bestimmt sich allein 
durch die ebenfalls von k abhängende Gröfse y, man kann diese Gröfse 
also gleich 0(y) setzen. Dann hat man 

F[x >^y) = F(x) vAv (y) , 

eine Gleichung, die offenbar nur möglich ist, wenn die Funktion 
<|)(y) = F(y)y^ D ist, unter D eine Konstante verstanden. Die Inte- 
gration der oben genannten „Differentialgleichung'' wird also durch 
die Gleichung 

F{x >^y) = F{x) vvw F{y) vav D 

bewirkt. Als ein spezieller Fall dieses Sachverhalts erscheint es, dafs 
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die gewöhnliche DifiPerentialgleichung ^ = w durch die Gleichung 

X 

u = lim (1 + Ä;)*j^j^^Q integriert wird. 

Selbstverständlich ist die Anwendbarkeit dieser yerallgemeinerten 
Infinitesimal-Analysis nicht auf die reine Mathematik beschrankt, zu- 
ganglich sind ihr alle Probleme der angewandten Analysis, insbesondere 
aus den Gebieten der Geometrie und der Mechanik, wo vielfach die 
Möglichkeit bestehen dürfte, auf diesem Wege zu einer das Problem 
vereinfachenden Auffassung zu gelangen. 
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über die gegenseitige Abhängigkeit komplexer 

Gröfsen- 



Unbestimmtlieit des Fonktionssasammenlianges für komplexe 

Variable. 

1. 

Durch fortgesetzte Wiederholung der Operationen; die eine asso- 
ziative Gröfsenverbindung zu Stande bringen, kann man eine unbe- 
grenzte Menge von Wei'ten bestimmen, die einander beliebig nahe 
kommen und bei unendlicher Wiederholungszahl eine stetig zusammen- 
hängende Gröfsenfolge ergeben. Es ist hiezu nur erforderlich, zu der 
Hauptkonstante, welche für die in Betracht kommende assoziative 
Gröfsenverbindung von vornherein feststeht (s. § 9 der vorhergehenden 
Abhandlung) einen beliebigen zweiten, von dem Werte der Haupt- 
konstante natürlich verschiedenen Wert zu wählen, und von diesen 
beiden Ausgangswerten aus die Operationen der assoziativen Verviel- 
fachung, der assoziativen Teilung und der Bestimmung des assoziativen 
Mittels für diese Anfangsgröisen samt den aus ihnen auf diesem Wege 
selbst sich ergebenden weiteren Gröfsen, so oft als möglich vorzu- 
nehmen. 

Die so sich ergebende GröJjsenfolge besitzt dann eine einfache 
(lineare) Ausdehnung. Aber das Wertgebiet, welches man durch die 
assoziative Verbindung von Gröfsen erfüllen kann, ist auf diese Aus- 
dehnung nicht beschränkt. Wie sich die Lage der Dinge für ein 
zweifach ausgedehntes Gebiet gestaltet, soll im Folgenden an dem Bei- 
spiel der Verbindung J^ erläutert werden. 



Kombiniert man eine reelle Ausgangsgröfse a mit einer komplexen 
Veränderlichen u -\- iv derart, dafs man für die beiden Verbindungen 
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a >— c (w + iv) und a ][ (m -f- iv) = a >-c ^ ][ (ti + iv) Werte verlangt, 
die symmetrisch gegen die Axe des Reellen liegen, deren Summe also 
reell ist, während ihre Diflferenz rein imaginär ausfällt, so zeigt sich, 

dafe im Falle der Verbindung a; >-< y = ?_^ für diesen Zweck w = 0, 

die komplexe Gröfse also rein imaginär sein mufs. Setzt man dann 

x + y ^ a + iv .^. 

1 — xy 1 — aiv^ ^ ^ 



so findet sich 






und die Elimination der Gröfse v aus diesen beiden Gleichungen er- 
giebt die Kurvengleichung: 

y' + x*-^Ax~l=^0. (3) 

Kombiniert man in entsprechender Weise eine rein imaginäre Aus- 
gangsgrölse ib mit einer reellen Veränderungsgröfse w, so erhält man 
durch die Annahme 

fc I • ib-\-to /.s 

bei demnächstiger Elimination der Grölse w aus den beiden auf dieser 
Annahme beruhenden Gleichungen 

^ "" 1 + b^w* ^~ 1 + b^w*~ W 

die weitere Kurvengleichung 

V + v'---t-n-\-i = o. (6) 

Die beiden Gleichungen (3) und (6) gehören zwei Kreisbüscheln 
von der bekannten Art an, bei der die Centrale des einen die Potenz- 
linie des anderen ist. Die durch die Gleichung (3) dargestellten Kreise 
gehen sämtlich durch . die beiden Punkte + * ^^^ — h welche die 
Grenzpunkte des zweiten Büschels sind. Die geometrische Rolle, die 
hiebei den Gröfeen -|- * ^^^ — * zufällt, erweist sich bei näherer Be- 
trachtung als eine natürliche Folge des Umstandes, dafs sie die beiden 
Werte für die Nullkonstante der in Betracht gezogenen Verbindung 
sind (vgl. § 24 der vpranstehenden Abhandlung). 

Die Kreise des einen Büschels schneiden die des anderen bekannt- 
lich rechtwinklig, es wird hiebei also ein Netz von rechteckigen 
Maschen erzeugt, das sich über die ganze a:y- Ebene ausbreitet Ent- 
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sprechende Sachverhältnisse treten, wie man leicht sieht, auch bei der 
Darstellung aller anderen assoziativen Gröfsenverbindungen auf. 

3. 
Fafst man nun eine Funktion ins Auge, die durch eine Funktional- 
gleichung von der Form (12) des vorhergehenden Aufsatzes definiert 
ist, so hätte man die Aufgabe, zu jedem Punkte des den Verlauf der 
Gröfsenverbindung y <=>y darstellenden Netzes den zugeordneten Punkt 
des den Verlauf der Verbindung x>^y darstellenden Netzes zu er- 
mitteln. Für die Funktion tg x z. B., die durch die Gleichung 

definiert wird, hätte man einerseits das Netz der sich rechtwinklig 
schneidenden Parallelen zur a?-Axe und zur y-Axe, andererseits das im 
voranstehenden Paragraphen näher beschriebene Netz, dessen Leitlinien 
Kreise sind. 

Nun ist in den §§ 17 — 19 der vorstehenden Abhandlung eingehend 
auseinandergesetzt worden, wie man bei Annahme einer einfach aus- 
gedehnten Gröfsenänderung der in die assoziative Verbindung ein- 
gehenden Variablen zu jedem Werte der unabhängigen Veränderlichen 
den entsprechenden Funktionswert bestimmen kann, indem man einen 
einzigen Ausgangswert beliebig wählt, von dem aus man durch asso- 
ziative Vervielfachung und Teilung, beziehungsweise durch immer neue 
Aufsuchung des assoziativen Mittels zu allen anderen für die an- 
genommene Gröfsenänderung in Betracht kommenden Werten ge- 
langen kann. 

Diese Bildung der Funktion versagt aber für den Fall, wo die 
unabhängige Veränderliche sich nach zwei von einander unabhängigen 
Richtungen ausdehnt, hier muJs ein zweiter Ausgangswert ebenfalls 
willkürlich gewählt werden, der für die nach der zweiten Richtung 
hin erfolgende Veränderung dieselbe Rolle spielt, wie der eben er- 
wähnte Ausgangswert für die Veränderung nach der ersten Richtung. 

4. 

Es ist klar, dafs damit die Einheitlichkeit der Funktionsbestimmung 
aufgegeben wird. Im allgemeinen gestaltet sich dabei die Sache so, 
dafs einer quadratischen Gestaltung für die Maschen des einen Netzes 
eine parallelogrammformige Gestaltung der Maschen des anderen Netzes 
mit willkürlichen Werten für das Seitenverhältnis und die Winkel der 
hier auftretenden Parallelogramme entspricht. 

Will man diese Willkürlichkeit in irgend welcher Weise ein- 



Digitized by 



Google 



42 Über die gegenseitige Abhängigkeit komplexer Gröfsen. 

schränken, so ihut man einen Schritt, zu dem die den I'unktions 
Zusammenhang definierende Gleichung keinen Anhalt giebt, man tnigt 
in diesen Zusammenhang ein Moment, das nicht in ihm selber seine 
Begründung findet, von auisen hinein. 



Bekanntlich nimmt nun die Analysis trotzdem eine solche Ein- 
schränkung vor, sie stellt die Bedingung, dafs einer quadratischen Ge- 
staltung der Maschen des einen Netzes auch eine quadratische Ge- 
staltung der Maschen des anderen der beiden gedachten Netze entsprechen 
soll und will nur unter dieser Bedingung, bei der dann allerdings jede 
durch eine Gleichung von der mehrerwähnten Form definierte Funktion 
ihrem ganzen Verlaufe nach nur von einem Parameter abhängig sein 
würde, eine Funktion als Punktion der komplexen Variablen an- 
erkennen. 

Es besteht dann mit anderen Worten zwischen den beiden Netzen 
„Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen". Und für zwei komplexe GröJsen 
u + iv und X + iy, deren einander korrespondierende Veränderungen 
durch solche zwei in den kleinsten Teilen ähnliche Netze dargestellt 
werden, bestehen bekanntlich die beiden Gleichungen 

p-ll^O 1^ + 1^ = 0, (7) 

dx cy cy ^ ox ^ ^ ' 

die ich im Folgenden, mit Rücksicht darauf, dals dann der Differential- 
quotient von u + iv nach x + iy einen einzigen bestimmten Wert 
besitzt, die Funktion also nach Cauchys Ausdruck „monogen" ist, 
als die Monogeneitätsbedingungen bezeichnen werde. 

Es fragt sich nun, welches Recht hat man, die Befriedigung der 
Gleichungen (7) zur Bedingung dafür zu machen, dafs die Gröfse 
u -\- iv als Funktion von x + iy angesehen werden kann, während sie 
in jedem anderen Falle nur als eine Funktion von x und y selbst 
gelten soll. Der Umstand, dafs dann der Differentialquotient nach 
X + iy seine Vielseitigkeit verliert, kann jedenfalls nicht von vorn- 
herein als Rechtfertigung dieser Auffassung gelten; die Rolle, die ihm 
dabei zugewiesen wird, bedürfte wenigstens der Begründung. 

6. 

Nun kann man für die den Gleichungen (7) zugeschriebene Be- 
deutung allerdings einen formellen Beweis in folgender Weise führen. 

Man kann sagen: Wenn u-^iv von x und y nur durch Ver- 
mittelung der Gröfse x '\' iy abhängen soll, so darf sich an dem ganzen 
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Sachverhalt nichts ändern, sobald man x und y durch zwei Grolsen 
g und 71 unter der Bedingung ersetzt, dafs | + ii? = x + *y wird. 
Setzt man beispielsweise 

l = x + i1c^ 1? = y — *, (8) 

so ist die eben angegebene Bedingung erfüllt. 
Es müfste dann, wenn' 

gesetzt wird, 

^{x, y) + i^ix, y) = cD(x + i^ y - *) + ^H^C^ + i^ V - ^) (9) 
sein. Diflferentiiert man diese Gleichung nach k und setzt nach ge- 
schehener Differentiation k = Oy so ergiebt die Trennung des Reellen 
vom Imaginären gerade die Gleichungen (7). 

Zu demselben Ergebnis gelangt man auch, wenn man berück- 
sichtigt, dafs für 

g = icA + iy(l — X) vi=yX- ix(l — X) (10) 

ebenfalls 

i + iv = ^ + iy 

ist. Bildet man dann eine der Gleichung (9) analoge Gleichung^ so 
führt die Differentiation nach A, wenn man nach der Differentiation 
A = 1 setzt und das Imaginäre vom Beeilen trennt, ebenfalls zu den 
Gleichungen (7). 

Man kann zu diesen Gleichungen femer auch durch die Annahme 

I = a:(l + iX) yi = y-xX, (11) 

sowie durch die Annahme 

g = (rc cos a — y sin a) (cos a -— i sin a) .. j^. 

1^ = (a: sin a -f- y cos a) (cos a — i sin «) 

unter sinngemälser Übertragung des vorerwähnten Verfahrens gelangen. 

Alle diese Annahmen haben ihre spezielle geometrische Bedeutung. 

Die Verwendung der Gleichungen (8) bedeutet eine Veränderung 
des Koordinatensystems in der Weise, dals die y-Axe ihre Lage be- 
hält, während die rc-Axe um die Strecke h nach der Seite parallel 
mit sich selbst verschoben wird. 

Die Verwendung der Gleichungen (12) bedeutet Einführung eines 
neuen, um den Winkel a gegen das bisherige System gedrehten Koor- 
dinaten-Systems. 

Die Verwendung der Gleichungen (11) endlich hat den Sinn, dafs 
an Stelle des rechtwinkligen Koordinatensystems ein schiefwinkliges 



Digitized by 



Google 



44 Über die gegenseitige Abhängigkeit komplexer Gröfsen. 

System tritt, das die y-Axe mit dem früheren System gemeinsam hat, 
während die neue Lage der x-kxe mit der alten einen Winkel von 
der Grölse arctg X bildet. 



Indessen erkennt man bald, dafs die Begründung der Monogeneitats- 
gleichungen durch die eben skizzierte Beweisführung auf einem Trug- 
schlufs beruht. 

Erstens liegt die Sache so, dafs die Gleichungen (7) auf die aus- 
drückliche Voraussetzung gegründet sind, es sei sowohl u als t; an 
sich reell. Damit ist es nicht vertraglich, wenn in die Ausdrücke für u 
und Vy und sei es auch nur vorübergehend, Gröfsen, die wenigstens 
teilweise imaginär sind, eingeführt werden. Das geschieht aber bei 
jeder der vier im § 6 gemachten Annahmen. 

Noch mehr fällt Folgendes ins Gewicht. 

So lange man sich im Gebiete des Reellen hält, kann man den 
Verlauf einer Punktion durch eine Kurve darstellen, deren Tangenten 
dazu dienen, durch ihre Lage dem Werte des Diflferentialquotienten für 
jeden Wert des in Betracht kommenden Gröfsengebietes eine anschau- 
liche Bedeutung zu verleihen. 

Das fällt fort, sobald man der Funktionsgröfse eine sich über die 
zweifach ausgedehnte Ebene erstreckende Veränderlichkeit zuschreibt. 

Dann hat man für die Definition des Differentialquotienten der 
Funktion w = F{z) nur das formelle Moment, dafe dieser Differential- 
quotient der völlig bestimmte Wert sein mufs, dem sich der Quotient 

- --_j- * in dem Augenblick nähert, wo die beiden Differenzen w^ — m?^ 

und jg^ — jgTg gleichzeitig verschwinden. 

Es mufs also die Möglichkeit vorhanden sein, den Wert des eben 
gedachten Differenzen-Quotienten so zu bestimmen, dafs er auch für 
den Verschwindungsfall eine völlig bestimmte angebbare Gröfse erhält. 

Diese Möglichkeit besteht für die algebraischen Funktionen in der 
That, denn bei diesen kann man den gedachten Quotienten in bekannter 
Weise so umformen, dafs er auch für w^ = w^y ^i = ^2 einen ganz 
bestimmten Wert erhält. 

Man kann dies auch noch auf anderem Wege einsehen. 

Den algebraischen Operationen der Addition und Multiplikation 
samt ihren Umkehrungen lassen sich bekanntlich auch für den Fall 
der komplexen Gröfsen ganz bestimmte greifbare und anschauliche 
Bedeutungen unterlegen. Auf Grund dieser Bedeutungen kann man 
für jeden algebraischen Zusammenhang einen Mechanismus konstruieren, 
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der einen Punkt zu ganz bestimmter Bewegung zwingt, wenn einem 
anderen mit ihm durch den gedachten Zusammenhang verknüpften 
Punkte eine beliebige Bewegung erteilt wird. Die Bestimmtheit dieser 
Zwangsbewegung würde nur an einzelnen von der Art des Zusammen- 
hangs abhängigen Punkten eine Unterbrechung erleiden. 

Ein solcher Mechanismus würde nur gewisse Vorrichtungen ent- 
halten müssen, durch die einzelne Strecken gezwungen werden, eine 
unveränderliche Länge beizubehalten. Denn durch gehörige Gelenk- 
verbindung solcher Strecken kann erreicht werden, dafs Linien parallel, 
Winkel gleich bleiben, worauf alle aus der geometrischen Bedeutung 
der algebraischen Operationen sich ergebenden Bedingungen hinaus- 
laufen. 

Durch Anwendung eines solchen die Veränderung der Variablen 
w an die der Variablen z bindenden Mechanismus läfst es sich erzielen, 
dafs der mehrgedachte Quotient auch dem Augenblick, wo w^ = Wj, 
H "^ ^1 ^ii'd; einen ganz bestimmten, aus der Stetigkeit der Veränderung 
sich ergebenden Wert erhält. 

8. 

Fürtranscendente, durch Funktionalgleiehungen definierte Funktionen 
giebt es keinen derartigen Mechanismus. Und damit ist von vorn- 
herein die Voraussetzung hinfällig, auf der der Prozefs des Differen- 
tiierens beruhte. Die Differentiationsoperationen, durch welche im § 6 
die Begründung der Monogeneitätsgleichungen (7) zu Stande gebracht 
wurde, sind infolgedessen auch noch darum unzulässig, weil die für 
ihre Ausführung absolut erforderliche, ihnen erst wirklichen Sinn ver- 
leihende Voraussetzung nicht erfüllt ist. 

Wenn man trotzdem Differentiationen solcher Funktionen auch 
für den Fall vornimmt, dals die unabhängige Veränderliche komplexe 
Werte annimmt, so thut man dies nur, indem man stillschweigend die 
Existenz eines solchen die Funktionsveränderung an die Veränderung 
der Variablen zwangsweise bindenden Mechanismus voraussetzt, d. h., 
indem man die in Rede stehenden Funktionen an den Eigenschaften 
der algebraischen Funktionen teilnehmen läfst, sie als Grenzfälle dieser 
Funktionen ansieht, mit einem Wort: Die Differentiation von transcen- 
denten Funktionen komplexer Variablen schliefst thatsächlich die Vor- 
aussetzung in sich, dafs diese Funktionen einer auf die Operationen 
dar Addition und Multiplikation gegründeten Darstellung, d. h. der 
Entwickelung in eine Potenzreihe fähig sind. 

Unter dieser Voraussetzung kann man dann, wie bei den endlichen 
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algebraischen Ausdrücken, auch bei den unendlichen Entwickelungen 
den mehrgedachten Differenzenquotienten dergestalt umformen, daJs ihm 
auch noch in dem Augenblick, wo sein Zähler zugleich mit seinem 
Nenner verschwindet, ein bestimmter Wert beigelegt werden kann. 

9. 

Man kann diese Bedingung auch noch etwas verallgemeinem. Im 
§ 28 der Toranstehenden Abhandlung war für eine durch die Gleichung 

F{x 5-c y) = F{x) vAv F{y) 

definierte Funktion eine „Reihenentwickelung^^ angegeben worden. Diese 
Reihenentwickelung war, wie dort näher ausgeführt wurde, yon einem 
einzigen Parameter, dem dort mit C^ bezeichneten „Koeffizienten" ab- 
Mngig. Man war infolge dessen berechtigt, in ihr die Darstellung 
einer jeden der genannten Qleichung genügenden Funktion F unter 
der Voraussetzung zu sehen, dafs die Grölsen x und y nur einer ein- 
fach ausgedehnten Veranderung fähig seien, weil unter dieser Voraus- 
setzung die sämtlichen Funktionswerte yon einem einzigen willkürlichen 
Ausgangswert aus bestimmbar waren. Für diese Funktion existierte 
dann auch stets ein bestimmter Wert des Differentialquotienten, den 
man leicht mit Hülfe der Ableitungen der Gröfeenverbindungen x>^y 
und xv^y nach der einen in solcher Verbindung enthaltenen Gröfse 
ausdrücken konnte. 

Schreibt man dieser Reihenentwickelung Gültigkeit auch dann noch 
zu, wenn der Variablen eine zweifach ausgedehnte Veränderung zu- 
gestanden wird, so behält auch der Differentialquotient seine voUe Be- 
stimmtheit, es muis eben nur die Bedingung erfüllt sein, dafs die 
beiden Definitionsverbindungen >— < und ww für komplexe Werte ihrer 
Variablen eine Differentiation erlauben, was aber bei dem algebraischen 
Charakter, den diese Verbindungen auch bei der Definition der trans- 
cendenten Funktionen besitzen, thatsächlich der Fall ist. 

Aber die Voraussetzung dieser Gültigkeit ist nicht zwingend. Wie 
oben (§§ 2, 3) ausdrücklich hervorgehoben worden ist, hängt der Ver- 
lauf der Funktion im Falle der komplexen Variablen nicht von einer, 
sondern von zwei willkürlich gewählten Ausgangswerten ab. Wenn 
man dann der Funktion eine nur von einem Parameter abhängende 
Entwickelbarkeit zuschreibt, legt man ihr .eine aus ihrer Definition 
nicht mit Notwendigkeit folgende, also willkürliche Einschränkung auf. 
Und wie aus den vorstehenden Ausführungen hervorgeht, wird diese 
Einschränkung schon dadurch vollzogen, dafs man der Funktion die 
Differentiierbarkeit zuschreibt. 
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Die Annahme der Differentiierbarkeit für eine Funktion schliefst 
die Voraussetzung, dafs diese in eine Potenzreihe oder allgemeiner in 
eine auf zwei assoziative Verbindungen gegründete Reihenentwickelung 
aufgelöst werden könne, notwendig in sich. 

10. 

Wenngleich man nun demnach darauf verzichten mufs, auch durch 
Vermittelung der Differentialrechnung zu einer ausreichenden Begrün- 
dung für die Einschnlnkung zu gelangen, die der völlig freien Funktions- 
veränderung durch die Monogeneitätsbedingungen auferlegt wird, so 
kann man sich doch der Empfindung nicht erwehren, dafs damit die 
Sache nicht erledigt ist. Der Umstand, dafs die grofse Klasse der 
algebraischen Ausdrücke den in Rede stehenden Bedingungen von selbst 
genügt, der weitere Umstand, dafs man auch für alle anderen Fälle 
gewisse als Grenzgebilde der algebraischen Formen anzusehende Reihen- 
entwickelungen angeben kann, die der Funktionsdefinition genügen, 
diese beiden Umstände drängen geradezu die Vermutung auf, dafs für 
den in den Monogeneitätsbedingungen seinen Ausdruck findenden Sach- 
verhalt doch noch eine anderweite Begründung möglich sein werde. 

Um einer solchen auf die Spur zu kommen, soll nunmehr unter- 
sucht werden, ob nicht den im § 6 erörterten Annahmen eine greifbare 
Bedeutung untergelegt werden kann. 

Dort wurden z. B. statt x und y die neuen Variablen | = a; + ilc, 
ri = y — Je eingeführt, für die dann ^ -\- irj = x -{- iy war, während 
^(^> y) + *^(^^y) durch diese Einführung keine Wertänderung er- 
leiden sollte. 

Es fragt sich also: Welche Bedeutung hat die Einführung dieser 
neuen Variablen? Und es ist von vornherein klar, dafs es sich bei der 
Beantwortung dieser Frage um eine geometrische Veranschaulichung 
des Sachverhalts handeln wird. 



IL 

Nene geometrische Darstellnng der gegenseitigen Abhängigkeit 
l^omplexer yeränderlicher CfrSfsen. 

11. 

Die Beantwortung der soeben aufgeworfenen Frage setzt dem- 
gemäfs voraus, dals überhaupt schon eine für weitere Schlufsfolgerungen 
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geeignete geometrische Darstellung der Funktion 

u-{- iv = F(x + iy) 
vorhanden ist. 

Nun kann man den Verlauf dieser Funktion bekanntlich dadurch 
veranschaulichen, dafs man auf der xy-Ehene in jedem Punkte zwei 
Lote errichtet, von denen das eine die dem Werte w, das andere die 
dem Werte v entsprechende Grölse erhält. Die Endpunkte dieser Lote 
erfüllen zwei Flächen, durch die die Aufgabe, den Funktionsverlauf 
überhaupt zur anschaulichen Darstellung zu bringen, an und für sich 
offenbar gelöst wird. 

Indessen für den hier vorliegenden Zweck ist diese Darstellung 
völlig unbrauchbar. Sobald man für x und y die Werte (8) oder (10) 
oder (11) oder (12) einführt, d. h. das Koordinatensystem auf der xy- 
Ebene einer der im § 6 näher angegebenen Veränderungen unterwirft, 
hören die Gröfsen u und v auf reell zu sein. 

Aber die ganze soeben ins Auge gefafste Darstellung verlangt 
eben, da& u und v reell sind, sie mufs diese Forderung auch stellen, 
die eine notwendige Folge der dreifachen Ausdehnung des Raumes ist; 
aus diesem Umstand ergiebt sich, dafs man eine Umformung, bei 
welcher u und v selbst komplexe Werte annehmen, durch das in Kode 
stehende Darstellungsverfahren niemals zur Anschauung bringen kann. 

12. 

Doch ist dies nicht einmal der einzige Mangel, der dieser Dar- 
stellungsweise anhaftet. Wenn oben gesagt war, dafs sie den Funk- 
tionsverlauf zur anschatdichen Darstellung bringt, so gilt dies nur 
insofern, als der Verlauf von der als Funktion von x -f- iy aufgefa&ten 
Gröfse u + iv dabei zur Veranschaulichung kommt. Für die korre- 
spondierende Aufgabe, x + iy als Funktion von u -{- iv darzustellen, 
versagt die angegebene Konstruktion, hier wäre eine zweite entsprechende 
Konstruktion erforderlich, die auf der wü- Ebene in jedem Punkte Lote 
von den Längen' x und y errichtete, um durch die deren Endpunkte in 
sich enthaltenden beiden Flächen den Funktionsverlauf bei dieser Auf- 
fassung zur Veranschaulichung zu bringen. 

Ein zweiter Mangel ist der, dafs man hiebei statt einer einzigen 
Fläche zwei Flächen verwendet. Besteht für die Variable x nur die 
einfach ausgedehnte reelle Gröfsenveränderung, so wird der Zusammen- 
hang zwischen ihr und der gleichfalls linear verlaufenden Folge der 
Funktionswerte durch eine einfach ausgedehnte Kurve dargestellt. 



Digitized by 



Google 



Neue geom. Darstellung d. gegenseitigen Abhängigkeit kompl. veränderlicher Gr. 49 

Demnach wird man erwarten müssen^ dafs für die Darstellung des 
Fnnktionszusammenhangs, wenn die unabhängige Variable, ebenso wie 
die Funktion eine zweifach ausgedehnte Veränderung erfahren, eine 
einzige zweifach ausgedehnte Fläche ausreichen werde. Man wird diese 
Erwartung umsomehr hegen, als man sofort erkennt, dafs sie von selbst 
erfüllt sein würde, wenn der Raum statt einer dreifachen eine vier- 
fache Ausdehnung besäfse. Denn dann könnte man von jedem Punkte 
X -f- iy aus in immer gleicher Weise ohne Weiteres die Gröfsen ab- 
messen, u-^-iv konstruieren und die demgemäfs sich ergebenden Punkte 
würden nur eine Fläche erfüllen, die den ganzen Funktionszusammen- 
hang mit einem Schlage zur Darstellung brächte. 

Es ist nicht einzusehen, warum im dreifach ausgedehnten Räume 
zwei Flächen erforderlich sein sollen, um das zu leisten, wozu im 
vierdimensionalen Räume eine Fläche ausreichend wäre. Eher wird 
man erwarten dürfen, dafe die Beschränkung, die der völligen Dar- 
stellungsfreiheit durch das Fehlen der vierten Raumdimension that- 
sächlich auferlegt wird, vielleicht die Quelle sein könnte, aus der die 
durch die Monogeneitätsbedingungen ausgedrückte, zu allen diesen Be- 
trachungen Anlafs gebende Spezialisierung des FunktionsbegriiSfs sich 
herleitet. 



13. 

Die vorstehenden Erörterungen lassen nun deutlich erkennen, 
welchen Forderungen eine die Beantwortung der aufgeworfenen Fragen 
ermöglichende geometrische Darstellung des Funktionszusammenhangs 
zwischen u + iv und x -f- iy genügen müfste. 

1. Bei dieser Darstellung dürfte weder die Grölse a; + iy, noch 
die Gröfse u + i'o dergestalt in ihre beiden Bestandteile aufgelöst 
werden, dafs jeder solche Bestandteil nur einer einfach ausgedehnten 
Veränderung fähig sein würde. 

2. Die Darstellung müfste reciproker Art sein, d. h. zugleich 
u + iv als Funktion von x + iy und x + iy als Punktion von w + iv 
darstellen. 

3. Die Darstellung müfste so beschaffen sein, dafs auf eine Funktion 
auch nur eine Fläche kommt. 

4. Als vierte Forderung würde man hinzufügen können, dafs die 
Darstellung den Fall, wo der Verlauf einer einfach sich ausdehnenden 
reellen Funktion von einer einfach sich ausdehnenden reellen Variablen 
durch eine ebene Kurve veranschaulicht wird, in sich einschliefet. Die 
Berechtigung dieser Forderung liegt auf der Hand. 

Pietskeri Beiträge sur Funktioneulehre. 4 
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14. 

Gerade die letzte ForderuDg ist auch noch dadurch bedeutsam, 
dals sie einen Fingerzeig für die Lösung des aufgestellten Problems 
liefert. Diese Lösung würde in einer Verallgemeinerung der durch die 
eben erwähnte Kurve gegebenen Darstellung bestehen müssen. 

Nun läfst sich diese in einer Ebene vor sich gehende Darstellung 
so auffassen, dafs jeder Punkt der Kurve als vierter Eckpunkt eines 
Parallelogramms erscheint, dessen drei andere Ecken der Nullpunkt 
und die Endpunkte der auf beiden Axen abgetragenen Strecken x und 
y bilden. 

Das führt von selbst zu der nachstehend beschriebenen Ver- 
allgemeinerung. 

Man lege die a:y- Ebene und die wv- Ebene derart, dafe beide 
ihren Nullpunkt gemeinsam haben, konstruiere in beiden die Punkte 
X + iy und w + iv und bestimme den vierten Eckpunkt des diese 
beiden Punkte und den Nullpunkt zu seinen drei anderen Ecken 
habenden Parallelogramms. 

Diese Konstruktion genügt ersichtlich den beiden ersten Forderungen, 
die im vorangehenden Paragraphen aufgestellt sind. 

Über die Lage der beiden Ebenen ist bis jetzt nichts weiter gesagt 
worden, als dafs sie den Nullpunkt gemeinsam haben sollen. Unter 
den verschiedenen Möglichkeiten, die die Erfüllung dieser Forderung 
noch übrig lälst, soll nunmehr die ausgesucht werden, die auch der 
vierten Forderung des § 13 genügt. Um nur mit reellen Gröfsen zu 
thun zu haben, müfste man eventuell gleichzeitig y = und v = 
setzen, worauf die Gleichung u = F{x) übrig bleiben würde. Damit 
der in dieser Gleichung sich aussprechende Funktionszusammenhang 
durch eine ebene Kurve dargestellt werde, müssen die u-Axe und die 
a;-Axe senkrecht zu einander zu liegen kommen. Dabei bleiben für 
die Lage der anderen Axen noch drei Möglichkeiten übrig. Erstens 
kann die y-Axe mit der v-Axe zusammenfallen, zweitens die a?-Axe 
mit der t;-Axe, drittens die y-Axe mit der u-Axe. 

16. 

Für die gleichmäßige Behandlung der beiden Grölsengebiete x + iy 
und u -|- iv ist offenbar die erste dieser drei Möglichkeiten am besten 
geeignet, ja man kann sagen — eine vollkommene Reciprocität existiert 
nur, wenn man die y-Axe mit der v-Axe zusammenlegt. 

Indessen überzeugt man sich bald, dafs dieser Vorzug durch er- 
hebliche Nachteile überwogen wird. Die in den folgenden Paragraphen 
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anzustellenden Betrachtungen verlieren bei dieser Axenlagerung voll- 
ständig ihre Brauchbarkeit^ für die wichtige im § 18 zur Betrachtung 
gelangende Funktionenklasse erhält die darstellende Fläche bei der eben 
gedachten Axenlagerung eine solche Gestalt, dafs sie durch die ux- 
Ebene in zwei vollkommen symmetrische Hälften zerfällt, also gewisser- 
maTsen nur die Verdoppelung einer nur die halbe Ausdehnung besitzen- 
den Fläche repräsentiert, wodurch natürlich ihre Verwendbarkeit eine 
auüserordentliche Beeinträchtigung erfährt. 

Aus diesen Gründen ist von der ersten eben gedachten Möglich- 
keit von vornherein abzusehen, es bleiben also nur die beiden anderen 
übrig, die einander offenbar gleichwertig sind. 

Wenn nun auch jeder derselben die vollkommene Beciprocität 
abgeht, so wird doch von einer jeden die zweite Forderung des § 13 
durchaus erfüllt, die darstellende Fläche läfst sowohl u -{- iv als 
Funktion von x + iy, wie x -j- iy als Funktion von u + iv erscheinen, 
wenngleich der Funktionszusammenhang sich bei jeder dieser beiden 
Auffassungen in einer anderen Weise abbildet. 

Den folgenden Betrachtungen soll zunächst der Fall zu Grunde 
gelegt werden, in dem die x-Axe mit der v-Axe zusammenfällt 



16. 

Die gröfste Schwierigkeit macht offenbar die Erfüllung der dritten 
Forderung, für die in der That die Sache im Räume wesentlich un- 
günstiger liegt als in der Ebene. Hat man nur mit den reellen 
Strecken u und x zu thun, so kann man deren Endpunkte als Pro- 
jektionen des ihnen zugehörenden Punktes der darstellenden Kurve 
ansehen, dann sind durch diesen Kurvenpunkt auch seine beiden Pro- 
jektionen völlig bestimmt, weil die Projektionsrichtung von vornherein 
feststeht. Bei der Darstellung des Zusammenhanges zwischen u -{' iv 
und X + iy kann man die diese Gb-öfsen repräsentierenden Punkte der 
beiden Grundebenen ebenfalls als Projektionen des ihnen beiden zu- 
gehörenden Punktes der darstellenden Fläche ansehen, aber hier wechselt 
die Projektionsrichtung von Punkt zu Punkt, infolgedessen besteht keine 
Begel, durch welche die beiden Projektionen eines in Betracht gezogenen 
Punktes der Fläche von vornherein fest bestimmt werden könnten. 
Vielmehr liegt hier die Sache so^ daCs durch die darstellende Fläche 
jedem Punkte der einen Ebene zunächst nicht ein Punkt, sondern viel- 
mehr eine Linie der anderen Ebene zugeordnet wird. Diese Linie ist 
allerdings leicht bestimmbar. 
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17. 

Die Darstellungsmethode bringt es mit sich, dafs die Punkte der 
darstellenden Fläche^ die dem Punkte x 4- iy überhaupt möglicherweise 
angehören können, notwendig auf der Linie liegen müssen, in welcher 
eine durch jenen Punkt parallel zur mv- Ebene gelegte Ebene die Dar- 
stellungsfläche schneidet. Von den sämtlichen Punkten dieser Schnitt- 
kurve ist aber auch keiner Ton vornherein ausgeschlossen. Wählt man 
irgend einen unter ihnen beliebig aus, so repräsentiert die Lage, die 
er in dieser Hülfsebene gegenüber dem Punkt x -{- iy besitzt, zugleich 
die Lage des Punktes u + iv gegen den NuUpunkt. Und daraus folgt: 

AUe Punkte der wt?-Ebene, die möglicherweise dem Punkte x-\-iy 
zugeordnet sein können, liegen auf einer jener Schnittlinie der Hülfia- 
ebene mit der DarsteUungsfiäche parallelen Kurve, die man durch 
Parallelverschiebung dieser Schnittlinie in der Richtung x + iy — Null 
und um die Länge dieser Strecke erhält. 

Entsprechend gestaltet sich die Bestimmung der in der a:y -Ebene 
verlaufenden Kurve, auf der sämtliche möglicherweise dem Punkte 
u -j- iv zugeordnenden Punkte gelegen sind. 

18. 

Indessen giebt es eine grofse Klasse von Funktionen, für welche 
die eben geschilderte Unbestimmtheit der Punktionsdarstellung von 
vornherein fortfällt. Es sind dies alle die Funktionen, für welche die 
Gleiciiungen 

u 4- iv = Fix + iy) 

u — iv = F(x — iy) 

gleichzeitig bestehen, d. h. die Funktionen, für die die Koeffizienten 
der sie darstellenden Beihenentwickelungen sämtlich reell sind. 

Für diese Funktionen stellt die Kurve, in welcher die wt?-Ebene 
durch die Darstellungsfläche geschnitten wird, von selbst die reelle 
Funktion u ^= F{x) dar. Fafst man femer die beiden Punkte x + iy 
und X — iy zugleich ins Auge, so ergiebt sich aus den Gleichungen 
(13), dafs die ihnen beiden entsprechenden Punkte der Darstellungs- 
fläche dieselbe Höhe u über der xy-lEibene aufweisen müssen^ während 
es ebenso offenbar ist, dafs das arithmetische Mittel zwischen den 
Strecken, um die die Projektionen dieser Punkte auf die rry- Ebene 
von der y-Axe abstehen, gleich x sein mufs. 

Infolgedessen kann man den zu a? + iy gehörenden Funktionswert 
u 4" ^^ zugleich mit dem za x — iy gehörenden Funktionswert u — iv 
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leicht nach dem nachstehend mit Hülfe der Fig. 1 beschriebenen Ver- 
fahren bestimmen. 

In der Figur, aus der die Lage der Axen unmittelbar ersichtlich 
ist, möge der Punkt x -{- iy mit Ä^y der Punkt x — iy mit A^ be- 




Pig. 1. 

zeichnet sein. Femer seien die Kurven C^D^ und C^D^ die Schnitt- 
linien der Darstellungsfläche mit den durch die Punkte Äj^ und Ä^ 
parallel zur ut;- Ebene gelegten Hülfsebenen. Im Punkte J, der die 
Streke Ä^A^ halbiert und also auf der x-Axe (v-Axe) gelegen ist, sei 
ein Lot zur xy-Axe errichtet. 

Bewegt man dann eine Gerade so, dafs sie stets der xy- Ebene 
parallel bleibt, während sie einen Punkt fortwährend mit dem eben 
gedachten Lote und einen zweiten Punkt mit der Kurve C^D^ gemein- 
sam hat, so wird einmal (bei mehrdeutigen Funktionen mehrmals) die 
Lage eintreten, bei der diese Linie auch die Kurve C^D^ schneidet. 
Eine solche Lage sei in der Figur durch die Gerade D^D^ dargestellt. 
Dann ist klar, dafs der Punkt D^ gegen A^ gerade so gelegen sein 
mufs, wie u -{- iv gegen den Nullpunkt, die Lage von D^ gegen A^ 
stellt ebenso die Gröfse u — iv dar. Und um die den Gröfsen u-\-iv 
und u — iv selber entsprechenden Punkte zu erhalten, braucht man 
nur in der wv-Ebene von aus zwei Gerade zu ziehen, die den Ge- 
raden A^Dj^ und A^D^ parallel und gleich sind. 

19. 
Ebenso ist es leicht, zu einem gegeben u -\- iv die zugehörende 
Gröfse X + iy zu finden. 
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Fig. 2. 



Die Ebene der nebenstehenden Figur sei die zu der rry-Ebene 
parallele von ihr um die Strecke a abstehende Ebene, 0' sei der senk- 
recht über dem Nullpunkt des Axensystems befindliche Punkt, die 

Linie H^H^ sei der a;-Axe 
(die zugleich die v-Axe ist) 
__y^ parallel. Die Strecken OH^ 
und OH^ mögen die Gröfeen 
+ V imd — V repräsentieren. 
Die Schnittkurve dieser Ebene 
mit der darstellenden Fläche 
sei die Kurve G^MG^, man 
hat dann nur zwei Punkte 
G^ und G2 zu suchen, die so 
gelegen sind, dafs 

Giffi = G^S^ 

und ^ GiEj^E^ + ^ G^H^Hj^ = 2R ist. Zieht man dann noch die 
Linien O'J^ \\ H^G^ und OJ^ || H^G^y so ist die Projektion von J^ 
auf die' a;y-Ebene der Punkt x -\- iy, die Projektion von J^ auf die 
a;j/- Ebene der Punkt x — iy. Die Auffindung der Punkte G^ und G^ 
ist sehr leicht; wenn die punktierte Kurve MG^ das Spiegelbild von 
MG^ in Bezug auf die Linie H^S^ ist, so hat man nur eine Parallele 
zu H^H^ so lange zu verschieben, bis das zwischen die Kurven MG^ 
und MG^ fallende Stück die Länge H^H^ erhält. 

20. 

Für die den Gleichungen (13) genügenden Funktionen würde also 
die dritte Forderung des § 13 ebenfalls erfüUt sein. Allerdings stellen 
diese Funktionen immerhin nur einen, wenn auch besonders wichtigen 
Teil der überhaupt existierenden Funktionen dar. Indessen, wenn 
die im vorstehenden skizzierte Bestimmungsart auch für die jenen 
Gleichungen nicht mehr genügenden Funktionen versagt, so giebt sie 
selbst doch einen deutlichen Fingerzeig für die Abänderung, der sie 
unterworfen werden mufs, um für die Funktionen ohne jede Ein- 
schränkung eine Bestimmung zu ermöglichen. 

Im allgemeinen Falle wird man statt der beiden Gleichungen (13) 
vielmehr die beiden eng mit einander zusammenhängenden Gleichungen 

w + iv = F{x + iy) ,j^. 

u — iv = <ii(x — iy) ^ ^ 

haben, jede der beiden durch sie definierten, sich gegenseitig bedingen- 
den Funktionen wird durch eine besondere Fläche dargestellt werden, 
dabei möge die der Funktion F zugehörende Fläche als die „erste". 
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die der Funktion <t) zugehorende als die ,,zweite^' bezeichnet werden. 
Diese beiden Flächen haben dann zusammen die Doppelaufgabe der 
Bestimmung sowohl der Funktion F als auch der Funktion <t) zu er- 
füllen. Für die Art, in der dies geschieht, können die Figuren 1 und 
2 benutzt werden, wenn man den in ihnen auftretenden Linien teil- 
weise eine veränderte Bedeutung beilegt. 

In Figur 1 dürfen die Kurven C^D^ und C^D^ im allgemeinen 
Fall nicht mehr derselben Fläche angehören, vielmehr ist dann C^D^ 
die Schnittkurve der durch den Punkt x + iy gehenden Hülfsebene 
mit der „ersten", C^B^ die Schnittkurve der durch den Punkt x — iy 
gehenden Hülfsebene mit der „zweiten" Fläche; im übrigen bleibt die 
oben beschriebene Konstruktion in Kraft, sie liefert mittels der vom 
Nullpunkt aus zu A^^ D^ gezogenen Parallele den Wert von F(x -{r iy) 
und gleichzeitig mittels der vom Nullpunkt aus zu Ä^D^ gezogenen 
Parallele den Wert von (t>{x — iy). 

Die Bestimmimg von (x -|- iy) zu einem gegebenen (u -^ iv) 
mittels der Fig. 2 modifiziert sich in der Weise, dafs statt der einen 
in dieser Figur gezeichneten Schnittkurve zwischen der Zeichnungs- 
ebene und der Darstellungsfläche nunmehr zwei Schnittkurven auftreten. 

Es ist dann der Punkt G^ auf der Schnittkurve der Zeichnungs- 
ebene mit der „ersten" der Punkt G^ auf der Schnittkurve der Zeichnungs- 
ebene mit der „zweiten" Darstellungsfläche nach dem im übrigen in 
voller Gültigkeit bleibenden Verfahren, wie es im § 19 beschrieben 
worden ist, zu suchen. 

Auch hier wird der dritten Forderung des § 13 Genüge geleistet. 
Allerdings kommen zwei Darstellungsflächen zur Verwendung, aber 
das Ergebnis ist auch die Bestimmung nicht nur einer Funktion, 
sondern zweier Funktionen, so dafs der Darstellungsaufwand, wenn es 
gestattet ist, diesen Ausdruck zu gebrauchen, im Verhältnis genau 
dieselbe Gröfse besitzt, wie bei Darstellung einer Funktion unter Ver- 
wendung einer Fläche. In diesem Sinne darf man sagen, dafs auch 
hier „auf eine Funktion nur eine Fläche kommt". 



m. 

Deutung und Begrttndung der HonogenCitätsbedingungen. 

21. 

Man ist nunmehr auch in der Lage, der Frage näher zu treten, 
welche anschauliche Bedeutung man der Einschränkung beizulegen hat, 
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die die vollkommene Willkürlichkeit des Funktionszusammenhanges 
durch die Monogeneii^tsbedingungen erfährt. 

Im § 6 waren einige Eoordinatenstransformationen angegeben 
worden y die an sich geeignet erschienen ^ für die Beantwortung dieser 
Frage eine Grundlage zu schaffen. 

Es ist aber nicht nötige auf diese Transformationen einzugehen^ 
weil die Umstände^ von denen die vorstehend beschriebene Funktions- 
darstellung abhängt, von selbst einen anderen Anhalt zur Ermittelung 
der gesuchten Einschränkung an die Hand geben. 

Dieser Anhalt findet sich durch die Erwägung, dafs man mit 
demselben Recht, wie man im Bisherigen die x-Axe mit der t;-Axe 
zusammenfallen liefs, auch die j/-Axe mit der u-Axe zusammenfallen 
lassen kann. 

Bei dieser letzteren Wahl für die Axen-Lagerung ändert sich 
natürlich vollständig die Oestalt der darstellenden Flächen. Da aber 
der dargestellte Funktionszusammenhang in beiden Fällen derselbe ist, 
kann man die Forderung erheben, dafs die darstellenden Flächen, in 
beiden Flächen bei aller sonstigen Verschiedenheit irgend welche ge- 
meinsamen Merkmale aufweisen. Und es liegt der Gedanke nahe, diese 
gemeinsamen Merkmale in der Lage zu suchen, die die Berührungs- 
ebenen an diese Flächen für solche Punkte aufweisen, /durch welche in 
beiden Fällen dieselben Gröilsen mit einander in Verbindung gebracht 
werden. 

22. 

Zur Ausführung dieses Gedankens werde z. B. die Lage der Be- 
rührungsebene an die „erste Fläche" im Punkte D^ der Figur 1 näher 
betrachtet. Die Koordinaten dieses Punktes mögen Sii^iSi heilsen, mit 
der Maüsgabe, dafs ly^ der y-Axe, l^ der a?-Axe (die zugleich die v-Axe 
ist), tj^ der u-Axe parallel sein soll. Die Berührungsebene ist durch 
zwei in sie fallende Gerade vollständig bestimmt, diese seien erstens 
die Tangente an die Kurve Ci-Di der Figur 1 und zweitens die Gerade, 
in der die Berührungsebene die giy- Ebene, d. i. die wy-Ebene schneidet. 
Die Tangente von CiDj neige sich gegen die |- Richtung unter dem 
^ «1, die zweitgenannte Gerade gegen die i^- Richtung unter dem 
Winkel /J^. Dann hat man, wie leicht zu sehen, die beiden Gleichungen: 

und weil in Gemäfsheit der vorhandenen Funktionsdarstellung 
ist. 
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du 

tgft = g- (17) 

Entsprechende Gleichungen dienen zur Bestimmung der die „zweite 
Fläche" berührenden Ebene. 



23. 

Jetzt fasse man die Funktionsdarstellung ins Auge, bei der die 
u-Axe mit der j^-Axe zusammenfällt. Man kann den bisherigen Zu- 
stand in den neuen dadurch überführen, dals man jede der beiden 
Grundebenen in sich um einen rechten Winkel dreht. Und zwar 
werde die o;;^- Ebene so gedreht, dals die negative y -Richtung an die 
Stelle der bisherigen positiven ^-Richtung, diese au die Stelle der bis- 
herigen positiven x-Richtung tritt; die Drehung der wv-Ebene erfolgte 
so, dals die negative i;- Richtung in die Stelle der bisherigen positiven 
u- Richtung einrückt. 

Dann ändern die Gröfsen |ijg ihre Werte, es wird S^ = m — y, 
% = ^; {« *== — ^y ^^^ indem den Winkeln a^ und ß^ gegen die J -Rich- 
tung und die i;- Richtung dieselbe Bedeutung zugewiesen wird, wie bis- 
her, nehmen die Gleichungen (16) und (17) die Gestalt an 

dy 

Will man nun erzielen, dafs die Berührungsebene gegen das Koordi- 
natensystem in beiden Fällen dieselbe Lage besitzt, sobald nur die 
Gröfsen uvxy in beiden Fällen dieselben sind, dals man also in beiden 
Fällen mit einander entsprechenden Darstellungspunkten zu thun hat, so 
wird man verlangen müssen^ dafs die Winkel a^ und a^, einerseits, die 
Winkel ßi und ß^ andererseits unter einander gleich sind. Zur Befrie- 
digung dieses Verlangens wäre erforderlich, daCs die Gleichungen 

du dv^ du.dv ^ 

dx dy dy^dx 

zu gleicher Zeit erfüllt sind. 

Das sind eben die Monogeneitätsbedingungen, die damit in einem 
neuen Lichte erscheinen. 
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24. 

Man kann also sagen, dafs die Aufgabe, für die in den Mono- 
geneitätsbedingungen sich ausdrückende Einschränkung des Funktions- 
begriffs eine einleuchtende Ableitung zu gewinnen, auf diesem Wege 
ihre Lösung findet. Und es ist interessant zu sehen, dals diese Lösung 
in einem gewissen Zusammenhang mit der Eigenschaft des Baumes, 
nur drei Ausdehnungen zu besitzen, steht. In der That, nur dadurch, 
dafs die vierte Dimension fehlt, war man genötigt, zwei von den Axed 
der beiden Grundebenen zusammenfallen zu lassen. Und der Umstand, 
dals dabei zwei vollkommen gleichberechtigte Möglichkeiten mit ein- 
ander in Konkurrenz traten, während zugleich das Bedürfnis sich 
geltend machte, für den bei beiden Darstellungsmöglichkeiten zum Aug- 
druck gelangenden einheitlichen Funktionszusammenhang die gemein- 
samen Merkmale beider Darstellungen aufzusuchen, dieser Umstand 
war die Quelle der in den vorstehenden Paragraphen angestellten Be- 
trachtungen, die von selbst auf die Monogeneitätsbedingungen führten. 

25. 

Man kann indessen der ganzen Sachlage noch eine weitere Seite 
abgewinnen. 

Bei dieser Einschränkung der vollkommenen Willkürlichkeit des 
Funktionsbegriffs wird man auch dann, wenn man sich an die eine 
der beiden soeben mit einander verglichenen Darstellungen allein hält, 
erwarten müssen, dafs zwischen den beiden für diese Darstellung an 
sich nach Mafsgabe des § 20 zur Verwendung kommenden Flächen 
gewisse Beziehungen hinsichtlich der Lage ihrer Berührungsebenen 
bestehen. 

Das ist in der That auch der Fall und läfst sich leicht nach- 
weisen, wenn man die Formeln des § 22 unter Benutzung der Mono- 
geneitätsbedingungen gleichzeitig auf die „erste" und die „zweite Fläche" 
anwendet. Es hat aber ein gewisses Interesse, den dann stattfindenden 
Sachverhalt noch auf einem anderen Wege abzuleiten, nämlich durch 
eine mehr geometrische Betrachtung, die von dem Umstand ausgeht, 
dafs bei Erfüllung der Monogeneitätsbedingungen das Gebiet der un- 
abhängigen Variablen und das der von ihr funktionsgemäfs abhängen- 
den Variablen eine Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen aufweisen. 

Man kann fragen, wie müssen die beiden im § 20 angegebenen 
Flächen gestaltet sein, wenn die durch sie in Zusammenhang gebrachten 
Gröfsengebiete diese Ähnlichkeit in den kleinsten Teilen aufweisen 
sollen. 
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Und weil för die unendlich kleinen Änderungen der monogenen 
Funktion und ihrer Variablen oflFenbar auch nur die unmittelbare 
Umgebung eines jeden Punktes der darstellenden Fläche in Betracht 
kommt, die in die die Fläche in diesem Punkte berührende Ebene hin- 
einfällt, weil ferner für einen durch eine Ebene dargestellten Funktions- 
zusammenhang offenbar Proportionalität besteht, derart, dals die end- 
lichen Gröfeenänderungen nach ganz demselben Verhältnis erfolgen, wie 
die unendlich kleinen, weil femer das Verhältnis der Gröfsenveränderungen 
durch eine Parallelverschiebung der in Rede stehenden Ebenen ganz 
ersichtlicher Weise auch keine Änderung erleidet, aus allen diesen 
Gründen lälst sich die zu beantwortende Frage auf die weitere Frage 
zurückführen: 

Wie müssen zwei im Sinne des § 20 als Funktionsflächen dienende, 
durch den Nullpunkt gehende Ebenen sich gegenseitig in ihrer Lage 
bedingen, damit die durch diese Ebenen gleichzeitig zur Darstellung 
gelangenden Funktionszusammenhänge in den Gleichungen 

u -{- iv = g(x -}- iy) 

u — iv = h{x — iy) 

ihren Ausdruck finden, wenn g und h konstante Faktoren sind? 



(19) 



26. 
Den Sachverhalt stellt die nachstehende Figur dar, die eine Spe- 
zialisierung der Figur 1 ist. 




>JrrJ^ 



Fig. 8. 



Im allgemeinen haben die Buchstaben dieser Figur dieselbe Be- 
deutung, wie in Figur 1, die Kurven €^D^ und C^D^ sind hier Gerade, 
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die „erste Fläche^^ ist die durch die drei Punkte OE^D^ gelegte, die 
„zweite Fläche" die durch OE^D^ gehende Ebene. Die Winkel aydt 
haben die aus der Figur ersichtliche Bedeutung, die sich mit den An- 
gaben des § 22 reimt, d und ^ spielen dabei für die zweite Fläche die 
entsprechende Rolle, wie a und y für die erste. 

Eine ganz einfache elementare Betrachtung lälst dann bald er- 
kennen, dafs zur Erfüllung der Bedingungen (19) das gleichzeitige 
Bestehen der Gleichungen 

sin cc sin * 

cösy ~ cösf .gQv 

«+(J-(g+y) = 

erforderlich ist. Zugleich bestimmen sich die beiden Dimensions- 
verhältnisse g und h durch die Gleichungen: 

sin « / . . \ sin S / -zr^ r , . . -z r\ 

9 = i^{^osa — r-tsma — y) = ^coB3-i+tsmd-t) 

'* "== ^ (cos^=^+isina — y) = ^(cosrf — g— isind—i) 



27. 

Hieraus entspringen auch einige an sich interessante Folgerungen. 

Soll zur Darstellung eines linearen Funktionszusammenhanges eine 
einzige Ebene ausreichen, so mufs vermöge der Gleichungen (20) und 
(21) gleichzeitig 

sein. Dann nimmt der Veränderungsfaktor g = h den reellen Wert 
tg a an, ein Sachverhalt, von dem man sich auch leicht direkt über- 
zeugen kann. 

Ist y von a verschieden, so sind zur Darstellung eines monogenen 
linearen Funktionszusammenhanges stets zwei Ebenen erforderlich. 

Man kann ja natürlich auch auf eine einzige solche Ebene die im 
§ 17 oder die in § 18 beschriebene Konstruktion anwenden, und erhält 
auch in diesem Falle zu jedem Wert von x -{- iy einen ganz be- 
stimmten Wert für u + iv. Aber die so bestimmte Funktion ist nicht 
monogen, der gefundene Wert für u -}- iv hängt von x und y nicht 
nur durch die Vermittlung der Grofse x + iy ab. So ergiebt sich 
z. B. für y = 45^, a = 63,435^ = arctg 2 die Gleichung 

u -\- iv = 2x -{- iy. 
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28. 

Die durch die Gleichungen (20) und (21) dargestellten Beziehungen 
gelten nun auch für beliebige Funktionsflächen mit der Maisgabe^ dafs 
die Berührungsebenen an zwei im Sinne des § 20 zusammengehörenden 
Flächen für korrespondierende Punkte diesen Beziehungen gehorchen. 

Man kann im Anschlufs daran nun auch die Frage auf werfen: 
Wie gestaltet sich die Sachlage^ wenn man die im § 6 angegebenen 
Koordinatentransformationen vornimmt ? Diese Koordinatentransfor- 
mationen stimmten sämtlich darin überein ^ dals der aus den neuen 
Koordinaten gebildete Ausdruck | + tiy denselben Wert besitzt, wie 
X + iy. 

Hier erkennt man wieder, wie die etwaige Einschränkung, die 
die vollkommene Willkürlichkeit des FunktionsbegrifPs auf Grund dieser 
Sachverhältnisse erfahren konnte, eng mit der dreifachen Ausdehnung 
des Raumes zusammenhängt. 

Nur dadurch, daüs die vierte Dimension fehlt, ist man dazu ge- 
nötigt, statt dafs man die Funktion F{x -|- iy) durch eine Fläche 
allein bestimmte, die beiden Aufgaben der Bestimmung von F{x + iy) 
und <l>(a; — iy) mittels zweier Funktionen gleichzeitig in Angriff zu 
nehmen. 

Man hat also nie mit x '\- iy allein zu thun, sondern stets zugleich 
auch mit x — iy. Und gerade hierin scheint sich ein Mittel zu e]> 
ö£&ien, das Wesen des Funktionszusammenhangs in noch viel tieferer 
Weise zu ergründen, 

Hätte man mit x '\- iy allein zu thun, so würde die Anwendung 
jener Transformationen, da ja | + ii? = a; + iy ist, überhaupt keine 
Änderung zur Folge haben, die im § 6 aufgestellten Gleichungen, aus 
denen sich — wie dort gezeigt ist — die Monogeneitätsbedingungen 
durch Differentiation (freilich nur formell) herleiten lassen, würden unter 
allen Umständen identisch erfüllt sein, irgend welche Spezialisierung 
des Funktionsbegriffs würde sich auf diesem Wege niemals her- 
leiten lassen. 

29. 

Ganz anders liegt die Sache, sobald man nicht nur mit x -j- ly, 
sondern auch zugleich mit x — iy zu thun hat Denn durch die in 
Rest stehenden Koordinatentransformationen ergiebt sich dann für 
X — iy ein anderer Wert, als | — iiy. 

Es entsteht die Frage, wie man dann zu verfahren hat, und die 
Untersuchung der Folgerungen, die sich aus dieser Frage und der sich 
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zunächst darbietenden Antwort ergeben^^ scheint in der That eine, wenn 
auch schwierige, so doch lohnende Aufgabe zu sein. Hier sollen nur 
einige zunächst sich aufdrängende Gesichtspunkte aufgestellt werden. 

Die sinngemäüse Übertragung der bisherigen Funktionsdarstellung 
auf den neuen Fall führt zu dem nachstehend beschriebenen Verfahren. 

Man behandle S + iij und | — it^ ebenso, wie bisher x -{' iy und 
X — iy, d. h. man bilde aus F(6 + itf) und <t)(S — iij) das Summenmittel 

^ F{^ + iri) + <t>{i-iri) 
^= 2 

und das Di£ferenzmittel 

^ 2 

und verfahre nun mit p und q ähnlich wie bisher mit u und v. Während 
die Strecken u und v bisher einen rechten Winkel mit einander bildeten, 
ist dies fiir p imd q nicht mehr der Fall. Der Punkt, in welchem 
die Strecke zwischen den Punkten JF(| + iri) und <t)(5 — irf) halbiert 
wird, stellt hinsichtlich seiner Lage gegen den Nullpunkt die Grö&e 
Py die Strecke zwischen dem eben erwähnten Halbierungspunkt und 
dem Punkte -F(| + irf) die Grölse q vor. Man bringe nun q in die- 
selbe Lage wie fiüher t;, d. h. man trage diese Strecke parallel der 
durch das neue Koordinatensystem sich ergebenden J- Richtung vom 
Punkte S + ii? aus ab und ziehe vom Endpunkte dieser Abtragung 
eine Gerade, die zu ihr dieselbe Lage hat, wie p zu q] entsprechend 
verfahre man bei dem Punkte ^ — iri mit den Gröfsen — q imd p. 
Dann erhält man auch hier zwei gleich hoch über der g-iy- Ebene sich 
erhebende Punkte, entsprechend also den Punkten D^ und Dj der 
Figur 1. Aber die Mitte der diese Punkte verbindenden Strecke liegt 
nicht mehr senkrecht über der die Entfernung zwischen S + irj und 
5 — ifj halbierenden Punkte, sondern unter unbekannter Neigung der 
Verbindungslinie gegen die giy- Ebene, sodafs man aus der Betrachtung 
der beiden Flächen, die die Gesamtheit der so bestimmten Punkte in 
sich schlielsen, eine Funktionsbestimmung nach Art des § 17 nicht 
herleiten kann. 

Indessen würde ja die ganze Konstruktion nur den Zweck haben, 
eine Kontrolle des Sachverhalts zu ermöglichen, in der Weise, dafe 
man auch von den neuen hier auftretenden Flächen verlangen würde, 
UD beschadet der Verschiedenheit gegen die Flächen, die bei dem ur- 
sprünglichen Koordinatensystem auftreten, doch in gewissen Beziehungen 
mit ihnen übereinzustimmen. 

Die Beantwortung der Frage nach der Art dieser Übereinstimmung 
würde einen wesentlichen Teil der oben angedeuteten Untersuchung, 
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die Grundlage für alle weiteren Überlegungen bilden müssen. Ein 
gewisses Material hierfür bietet die Betrachtang der Gestaltung, die 
der Sachverhalt in einigen Einzelfällen annimmt. So ergiebt z. B. die 
Anwendung der ersten yon den im § 6 angegebenen .Transformationen, 
die durch die Gleichungen (8) und (9) ihren Ausdruck findet, dafs 
bei linearen Funktionen durch die Transformation überhaupt keine 
Änderung der Darstellungsflächen hervorgebracht wird; für die Ex- 
ponential-Funktion bleibt bei dieser Transformation die Gestalt der 
darstellenden Fläche ebenfalls unverändert, es tritt aber eine Ver- 
schiebung derselben längs der y-Axe um die Strecke Ic ein. In anderen 
Fällen erleiden aber die Darstellungsflächen auch gewisse Gestali- 
veränderungen. 

30. 

Die Erfüllung der Bedingungen (20) für die Berührungsebenen 
der Flächen des § 20 hat nun, wie man leicht erkennt, auch noch 
zur besonderen Folge das Vorhandensein der den monogenen Funk- 
tionen bekanntlich zukommenden Eigenschaft, dafs die Angabe der 
Funktionswerte für eine stetige Punktfolge von endlicher, wenn auch 
noch so geringer Ausdehnung ausreicht, um den Verlauf der Funktion 
für die ganze Ausdehnung des Gröfsengebietes bestimmen zu können. 

Hat man nämlich eine kontinuierliche Beihe von Punkten der 
„ersten Fläche" und die ihnen entsprechenden Punkte der „zweiten 
Fläche", wobei die Zusammengehörigkeit der sich funktionell ent- 
sprechenden Punkte an dem im § 17 angegebenen Kriterium ohne 
weiteres erkennbar ist, so korrespondieren unter einander auch die 
Tangenten, die an die von diesen Punktreihen gebildeten Kurven in 
den zu einander gehörenden Punkten gelegt sind. Durch zwei korre- 
spondierende Tangenten läfst sich nun nur je ein Paar Ebenen so 
legen, dafe die Winkelbeziehungen (20) für die Winkel aySt, erfüllt 
sind. Denn zu den beiden Gleichungen (20) treten noch zwei Glei- 
chungen, die ausdrücken, dals jene Ebenen durch die mehrgedachten 
beiden Berührungsgeraden gehen sollen, man hat also für die genannten 
vier Winkel im ganzen vier Gleichungen. 

Durch die demgemäfs festgelegten Berührungsebenen wird dann 
offenbar zu jeder Punktfolge eine zweite ihr unmittelbar benachbarte 
Punktfolge bestimmt, wobei die Erkennung der paarweisen Zusammen- 
gehörigkeit zwischen den Punkten der einander korrespondierenden 
Punktfolgen unter Verwendung des in § 17 angegebenen Kennzeichens 
erfolgt. In solcher Weise fortgehend kann man dann den Funktions- 
verlauf in seiner ganzen Ausdehnung verfolgen. 
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31. 

Diese soebeu von einer neuen Seite her beleuchtete Eigenschaft der 
monogenen Funktionen ist darum besonders bedeutsam, weil sie mög- 
licherweise die Basis für die noch immer ungelöste Aufgabe liefern 
wird, die Definition der einzelnen Funktionen nach einem alle Fälle 
umfassenden Prinzip zu bewirken. Die Definition durch DifPential- 
gleichungen leidet an dem Mangel, dafs sie die Entwickelbarkeit nach 
Potenzreihen als stillschweigende Voraussetzung in sich schlieist. Die 
Definition durch Funktionalgleichungen bedarf einer Ergänzung, durch 
die sie ihrer Unbestimmtheit für den Fall des zweifach ausgedehnten 
Gröfsengebiets entkleidet wird. Beiden Definitionen haftet gleich- 
mäfsig die ünTollkommenheit an, daüs sie das Vorhandensein von ge- 
wissen Operationen voraussetzen, ohne die weder die zu integrierende 
Differentialgleichung noch die in den Funktionalgleichungen auftreten- 
den assoziativen Verbindungen überhaupt ausdrückbar sein würden. 
Es ist aber nicht anzunehmen, dafs es auTser den assoziativen Ver- 
bindungen, die durch bekannte Operationen in geschlossener Form aus- 
drückbar sind, gar keine weiteren Verbindungen geben sollte; auch 
für die assoziativen Verbindungen fehlt es an einem auf alle Fälle 
anwendbaren Prinzip, das einwands- und voraussetzungsfreie Kenn- 
zeichen dafür schafft, wann eine Gröfsen Verbindung den assoziativen 
Charakter trägt. 

Dieses Prinzip müfste, wie gesagt, alle assoziativen Verbindungen 
umfassen, es dürfte also nicht auf die Verbindungen der Summe und des 
Produkts als die Grundlagen für alle übrigen Verbindungen zurück- 
gehen, es müfste vielmehr auch für diese Verbindungen selber die 
definierende Grundlage schaffen. 

Die Gewinnung eines solchen keinerlei algebraische Voraussetzungen 
in sich tragenden Definitionsprinzips würde nur an der Hand der oben 
skizzierten geometrischen Betrachtungen erfolgen können, die allein die 
Mittel zu gewähren scheinen, durch die der Begriff des Funktions- 
zusammenhanges aus dem Bereich der Willkürlichkeit herausgehoben 
und für die Verfolgung des Funktionsverlaufs im Einzelnen die zu- 
gleich notwendige und hinreichende Basis geschaffen wird. 

In dem Ausblick auf diese letzte und höchste Aufgabe der Analysis 
enden darum naturgemäfs auch die im vorstehenden angestellten Be- 
trachtungen, die dieses Ziel von einer neuen Seite zeigen und es da- 
durch seiner Erreichung vielleicht um einen Schritt näher bringen. 
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